>solucionario 
Trigonometría 
e AS 


SolitiarTealrio 


0 


C Unidad 1) 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 6) Unidad 1 
1. Colocando los ángulos en sentido antihorario: 


Del gráfico se tiene: 

(a — 0) + (2a. + 0) + (3a) = 180? 
6a. = 180? 

.0u=30* 


Clave C 


2. Colocando los ángulos en sentido antihorario: 


Del gráfico se tiene: 

(-30) + (50) + (-8) = 180% 
-90 = 180* 

0 =-20* 


Clave C 


(60)+2 (2007 44m 
= 7 + NE 


62,201" _ 
E e 


¿¿E=:232 


E 


31 + 201 


Clave D 


180% _4 qgo 


LT = LT 
4. rad rad 125 


180 1 _ 
125 125 Trad 
Luego: 


144 =4%+ 04052) =1+264 


1442 =1"+26'+ o (E) 

144=1%420 +24 

1,44? =19 2824 

. NM 4 96 94” 

E rad =1* 2824 
Clave A 


o, (20x Y /9 1 _2m (1802 
(3x) + (2%) dra > ad 85) 
(3x)? + (6x)” = 902 

3x + 6x =90 


9x =90 
-x=10 


Clave B 


2 [ Intelectum 4.2 


_/C+S 3/9,C+S 
6. P= 05 +65 
Sabemos: 


s_£ 
9 10 


Reemplazando en la expresión: 


_ J10k+%k y 10k + 9k 
VW 10k — 9k 10k — 9k 


P=y19-V8+19 
P= 4/19 3/27 =/19=3 = 16 =4 


S=%k AC=10k 


“P=4 
Clave C 
7. S=x+4 0) 
C=x+5 «(11 
Dividiendo (1) y (1): 
A A 
Co ox+5 "10 x+5 
=>9x + 45 = 10x + 40 
45-40 = 10x — 9x 
=D 
ClaveD 11. 


8. S:n.” de grados sexagesimales. 


C: n.* de grados sexagesimales. 
Ambos para un mismo ángulo, del enunciado se 


plantea: 
S=n 
C=n+1 
=C=S+1 
ds : > 10 un = 10 
10S =9S +9 
=S=9 


Entonces el ángulo mide 9? 


Ahora: 9% x — ] = L tad 


X rad. 


Por lo tanto, el ángulo mide 20 


Clave B 


(CSIC +S) 

y 380R? 
Sabemos: 
S_£_R 
180 200 =n 

> S = 180k; C = 200k; R= mk 
Reemplazando en la expresión: 
re (200k — 180k)(200k + 180k) 
380 (rek)? 

re(20k)(380k) — 20k2 — 

380 Ke 2 
-M=20 


=k 


M= 


M= 20 


Clave C 


ÁNGULO TRIGONOMÉTRICO 
SISTEMAS DE MEDIDAS ANGULARES 


10 


12. 


R+3_ C+S 
"C+S (2-8? 

(C +8S)(C +8) 
(C +S)(C -S) 
C+S 
C-S 


R+3= 


R+3= 


Sabemos: 
S = 180k; C = 200k; R = nk 


Reemplazando tenemos: 
_ (200k) + (180k) 

+ 0) — (180K) 

_ 380k 
Tk+3= ETE 
rk+3=19 

ak=16=k= 16 
T 


El número de radianes será: 


R=ak=0() 16 
T 


Por lo tanto, el ángulo mide 16 rad. 


Clave E 


Del gráfico, OB es bisectriz. Luego: 
x=0%8" 


Clave B 


Se tiene: 


seg (BON (560) _ (61437) (548 
gm 17" gn alv 

0 (608) /306"1 

E) 0) 


xXx z =67* 18' 


=x=672zZ=18 


“.x+z=85 


Clave C 


13. 


14. 


De los datos: El número de minutos sexagesimales será 60S 
ÉS 60S = 60 (135) 
608 = 8100 
... El número de minutos sexagesimales del 
DA ÁS ángulo es 8100. 
Luego Clave D 
(x= 1) = (x+ 1)2 
o 9 
pd lid io PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 8) Unidad 1 
(x-1)4= Lix+ 1) la be 
10 CD Comunicación matemática 
(x- 1) = ox, 9 1.  Invertimos el sentido de x, además: 
10 10 
10x — 10 =9x +9 
xi =9 
Entonces: 
(x- 1)” =18* 
Del gráfico: 
— x + mZAOB = 360" 
mZAOB = 360" + x 
Finalmente del gráfico: 
S ñ amu 0 — mZAOB = 2(m41 vuelta) 
ea o. el tercer ángulo Ml 5 
Co.=180* — o. 9 — mZAOB = 2(3607) 
0 =720* + m4AOB 
Del triángulo 0 =720* + 360" + x 
a+ 18? + 18 = 180% o 
x= 8 — 1080 
36” = 180" — UL 
Clave E 
> Ca=36/ = "ad 
180% 2. A) Si el triángulo es equilátero: 
-.Ca= rad mZB =mZA=mZC =60* 
Clave A 
Luego: 
Sea S, C y R los números que representan al mB = 60? = 60? 7607 "ad = > rad 
ángulo de los sistemas sexagesimal, centesimal 
y radial de la fórmula general de conversión. Del gráfico: m4B =xrad=X rad 
E (1) 5 3 
180 200 ma =3 
Rordalo: Aes correcta. 
A =054+ E (2) 
B) SiCB=AB entonces: 
De (1): mZA=mC 
S = 180k, C =200k, R = kr b9= a? 
e ao %- 
En (2): dir li is 
180k + 200k + kr. T 
e a_9 b_10 
A E poto” a 
(iz) - 004 Bes correcta. 
4 
>k= , C) Enel triángulo equilátero: 
m4C =m4B =60* 
Luego: 
3 _k-3,3_2 m4C=60"=a" = a=60 
180 "4 180 4 
m4B = 60” =x rad 
S=135 


T (O 
1807 rad . 60? =x rad 


xrad= Trad > x= 


3 3 


a T_180+n 
a+x=60+ 323 


C es correcta. 


D) Si ellado AC es mayor al lado AB se cumple: 
m4B>mC 
x tad > a? 
180% o 
Trad dd 
x180 a 
T 


xrad. 


Ms E 
a 7 180 


D es correcta. 


E) Asumiendo que el ACBA sea equilátero: 
a” =60*=a=60 


xrad= 5 tad=x= 3 


po (20 p - 200 


Luego: 


arx+b=60+ + 22 = 127,11<180(20) 


..La proposición E es falsa. 


Clave E 
CD Razonamiento y demostración 
3. 1854 =18" + 54( 55) 
18? 54' = 18” + 0,9” = 18,9" 
o cu o 109 Mae g 
18 54 =18,99 (02) =21 
18% 54'=219 
Clave C 


E= 99” + 0,2n rad 
1809 — 27? 


Pasamos los términos a un solo sistema angular: 


0,21. rad=0,2n ea) = 360 
Trad 


0,21 rad = 36? 
180% = 10) = 162 
109 
= 180% = 162? 
Reemplazando en la expresión E: 


E 294 (36%) 195% _, 
(1629) —27* — 135 


2E=1 


Clave A 
EA IS ls 
q0r Ss 
Sabemos: 
1” =60' 19 =100"; 1" = 100% 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 1 l 3 


00% tenemos: 


_ (100") , (60) , 100* 

q0r 3 gs 
E=10+20+100= 130 
E=130 


Sabemos: = 


-- 
10 
Xx+ 


2 _ 2 


9 10 
15x — 10 = 9x +18 


4 


Ox=28=x= E 


Entonces: 


La medida del ángulo es entonces 12”. 


Piden: la medida del ángulo en radianes. 


o[ mrad Ta 
> 12 (550) - Load 
ESO VS 
C= > 
Sabemos: 1? =60' 
Entonces: 
2(60') + 3 3 (60) + 2 
Sn 2 
E 2 
C= > 
C=41+31=72 
CG =12 


(4 — 160) 
(907 


Del gráfico se tiene: 
—(4 — 160)? + (98)? = 90? 


> (90)? — 90” = (4 — 160)? (ra 


99 -90= 2 


¡0 4160) 


4 [ Intelectum 4.2 


Clave C 
Colocando los ángulos en sentido antihorario: 


50 — 50 = 2 — 80 
130 = 52 


Clave E | CD Resolución de problemas 
9. 


<Q 


AcÑ8? 0,257 rad A c 


En el AABC se cumple: 
18? + x + 0,257 rad = 180? 


18% + x +0,257. ad 5) > = 180? 


18% + x +45? = 1809 
63” + x= 180? 
x= 117" 


10. 


A 40 xAc 


Piden: x en radianes 


En el IMABC se cumple: 
409 +x=90" = £ rad 


> 409, al EX= 
2009 


3 ad +x= 


3n 
10 


rad 


UN 

2 

T 
Clave B 2 
T 
71 rad 


E rad 


—_ 


1. De la fórmula: 2 = E 
Reemplazando: 
2n _2n+2 
9 10 
20n = 18n + 18 
2n = 18 
n=9 


Luego: 


(3) =349)" =27* 4305 | factor de conversión 


-.(8n)? = An Z tad 
12. Por dato: 
(Se) rad + (00%) = 180"...(1) 
Luego: 
Bx Bx 1802 
(65)r ras = (5 Jr ad E) 


S (es )rrao = (15x)* 


(eS (9 (vos) 


100x Y 6 
== | = (30x 
Clave C Sl 3 ] Dd 


Reemplazando en (1): 
=(15x)” + (30x)” = 180 
15x + 30x = 180 
45x = 180 
>x=4 


Piden la medida del mayor de los ángulos. 
=(30x)” = (30. 4)” = 120 


Por lo tanto, el mayor ángulo mide 120”. 
Clave E 


Nivel 2 (página 9) Unidad 1 
Clave c | CD Comunicación matemática 

13. |. Elángulo b? posee sentido horario por lo que: 
peE<0% => b<0 (1) 
Ademása” gira con sentido antihorario, luego: 
ar>0”=a>0 ...(2) 
Por transitividad: 
b<0nAO<a 
l es verdadero. 


..b<a 


Il... Cambiandoel sentido deb?, setiene el gráfico: 


Clave D Luego 
a _5 
(= b9) 30 
3a? =-—5p? 
b 


as 3 
2a=-3% .2a+3b=0 
ll es verdadero. 
IIl.. Si: O =15* 
a”=50 = a=75 
—b9=30 => —bY=45" 
Clave D 
Luego 
pY=-— 450 
pe. LE 45 > b=-50 
109 
Finalmente: 
a-b=75- (-50) = 125 
lll es falso. 


Clave B 


14. 


A) En la notación de grados, minutos y 
segundos de un ángulo, con los valores 
de minutos y segundos sexagesimales se 
cumple: 

Si: a. =a* b'c"; b, c E [0; 60) 
Además: a;b;ceZ 
Aes incorrecta. 

B) De lo anterior, g se encuentra en el intervalo 

[0; 60) 
B es incorrecta. 
C) Se sabe que f y g son enteros tal que: 
f, y € [0; 60) 
Entonces: fax. = 59; Gmáx. = 59 
La suma de los valores máximos def y g será: 
Ímáx. + Gmáx. = 59 + 59 = 118 
C es incorrecta. 
D) Se sabe. 
1? =60' 
EN = 60" 
1” =3600" 
Luego: 
a=e fg' =e+f+g" 
a. =e” +f(60)" + g" 
a. = e (3600)" + f(60)" + g" 
o. = (3600e + 60f + g)" 
El número de segundos de a es 
3600e + 60f + g 
D es incorrecta. 
E) feseln” de minutos del ángulo, por lo tanto: 


f e [0; 60) o [0; 59] 
E es correcta. 


Clave E 


CD Razonamiento y demostración 


15. 


Por dato: 
1540 = e =N 


.S_C _ 208 
Sabemos: . =k 
; , Tk 
>S =9k; C=10k; R 20 
Reemplazando tenemos: 
20 ( nik 
2(9k) + (10) 7) 0 
18k + 10k — k = 27 
27k =27 
=k=1 


Piden la medida del ángulo en el sistema inglés 
(sexagesimal). 


=>S =0% =9(1) >S =9 
Por lo tanto, el ángulo mide 9”. 
Clave C 


16. Por dato: 


17. 


18. 


35-C _ Mr 
C-S 2R 
pa e 

Sabemos: 0 0. > 
> S = 180k; C = 200k; R = mk 
Reemplazando tenemos: 
3(180k) — (200k) _ 177 
(200k) — (180k) — 2(mk) 

340k _ 17 

20k — 2k 


17(2k) =17=k=L 


Piden la medida del ángulo en el sistema 
sexagesimal. 


58 = 180k = 180(4) > S=90 


Por lo tanto, el ángulo mide 90*. 


Clave A 
Por dato: 
S_,C_16R? 
2. 0 
SER 
Sabemos: 180 = 200 — 


Reemplazando en (|), tenemos: 


180R , 200R _ 16R* 
3 21 T 


60R + 100R = 16R? 


160R=16R? =R=10 


Por lo tanto, la medida del ángulo es 10 rad. 
Clave D 


Por dato: 


Reemplazando en (1), tenemos: 


10 _ 9 _(28/1 
9165) 108 180 | 2n 
9 
A A A 
S 108 360 
A 
108? 360 
36 =S? 
>S=6 
Por lo tanto, el ángulo mide 6”. 


Clave A 


TRIGONOMETRÍA - 


21. 


CD Resolución de problemas 
19. Sean: a y B los ángulos 


Por dato: a. y B son complementarios 
=a+p=90* 
a — fp =109 


(1) 


A 


>0-p=9 (2) 


De (1) y (2): a. =49,5% A B=40,5 


2 0,5 (qu0d) - 


180 == rad 


40 
_ Ur 


0 


20 rad 


Clave B 


Por dato: ABCD es un trapecio. 
Entonces se cumple: 


y + 120" = 180" = y = 60 
x + 60%= 180? 
x= 180" — 609. le = 126" 
109 
=>xXx= 126* 


Piden: 
(x— y) rad = 126” — 60? = 66" 


_ago aradi|_ 11m 
(x — y) rad = 66 (5)= 30 


rad 


M2 rad 


.(Xx— y) rad = 30 


Clave E 


Por dato: 5x? y (4x + 7)” son equivalentes: 
5 =(4x +7)” 

50. L = (4x +7)" 
109 


45x" = (4x +7)? 10 
5x =70 
x=14 .(1) 
Luego: 
Sea os el tercer ángulo del triángulo isósceles: 
a. + 5x + (4x +7)” = 180" 
a. + 2(4x + 7)” = 180* 


De (1): 
a+ 2(4x 14 + 7)” = 180* 
a +2.63” = 180” 
o. =180* — 126" 
OL =54* 


Finalmente: 
a =54. 


Clave D 


SOLUCIONARIO UNIDAD 1 | 5 


22. Los ángulos internos de un cuadrilátero suman 360*, luego: 


9 o 
(3) +x0 + 200 HA rad + (2x + 35)” = 360 
Llevamos todos los ángulos al sistema sexagesimal usando factores de 
conversión: 
g — o 
(3x)? + x 108 + 0 LK rad. q ex 35 = 360 


(Bx- + (2) +2) + (2x + 35)? = 360* 


a 2 4 2x + 35 = 360 


10 
9.3 
34245 +3 5)> 325 
LL, 325 
x=50 


Reemplazando x en las expresiones sexagesimales de los ángulos: 
o. 9 . 50 a o 
(3%)? =(3. 50)? =150*; (2) = (2 E ) =«s 


(5) (82 2) = 30%; (2x + 35)? =((2. 50) + 35)?= 135" 
.*. El mayor de los ángulos es igual a 150”. 


Clave E 


Nivel 3 (página 10) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
23. De la expresión: 


A 
P=S+5=C-$ El 
Sa Eon 
p+p= C-S 
_Ss+C 
P= (2) 
(2) en (1) 
S+C S 
0-3 "0 
C=8 
S+C_g,5(C-8S)_ S(8+C)+S(C-8S) 
E=S "BE. 7 S+C 
S+C_S*+SC+SC-S* 
C=5 s+C 
S+0.. 286 
5 6 6 
De la relación: 
S =9P 
20R_S_C 
e =y9= => 0=10P 
R=4É 
20 
En (3): 
op +10p _ 2(10P)(9P) 
10P —9P. ——9P+10P 
19P _ 180P? 
Po A19P 
p- 1% _ 361 
180 — 180 


6 l Intelectum 4.2 


Luego: 


361 _ 361 
l S=9P=9. 43, =%p = 18.05 


S <90; 18,05 < 90 
l es verdadera. 


361 _ 361 _ 
IL. C=10. 180 = 18 = 20,05 


.C =20,05 


ll es falsa. 


IL R= TP PUN 3611. 


20 3600 


R representa el valor numérico de la medida del ángulo en el sistema 
radial, por lo tanto, no posee unidades. 


lll es falsa. 
Clave C 


. Del gráfico cambiamos el sentido de f. El ángulo « tal que: 


o =a+(-B) 
o=0a-B 
Posee un número entero de vueltas tal que: (y = a: + B = 360" p 
Por dato: p =n 
Luego: 
a + =360%n 
a. = 360" n— P (11) 
Pero: 
a. = 360% n +b=360n— $ 
b==B ...(2) 


L De(l) 
a. =360"n- B 
a + B =360* n 
2+B - 390" 

n 


l es verdadera. 


Illes verdadera. 


III. El ángulo f posee giro horario, entonces: 
p<o0* 
De (2): P=-b 
=b<0* 
-.b>0* 


lll es falsa. 
Clave A 


CD Razonamiento y demostración 
. Por dato: 


+ a = 


e 
180 — 200 2 


S = 180k; C = 200k; R = mk 


Sabemos: 


Reemplazando tenemos: 


yn pe EIA 3 [L00K) _ 
200 


26. 


27. 


SK A K = 3 
3%Yk =3 
YE =1 
=>k=1 


3 — LS oa 
ESCR — 4) 6(180k)(200k)(1k) 


3 fan _3 1 4 
6SCR 216000k?  60k 
SJ la 
6SCR — 60(1) — 60 


Clave D 


Del gráfico, cambiamos el sentido de los ángulos. Todos con sentido antihorario. 
Luego: 


10x? _ 50x a z 
(1 a Mr: 


Usando factor conversión a sexagesimales: 

10x? _ 50x , 20) 9% , 2 gg 1800 
3 9 +20) 4 era 100 
(3x? — 5x +2)? + 60% + (x2 + x — 2)? = 1800 
4x? — 4x=120 


150 bé + x 2)” = 180 


+ (2 + x 2)? = 180" 


(x— 6)(x +5) =0 


x=6  x=-5 
Los valores de x son 6 y —5. 

Clave D 
E=£- e +1. A 
Sabemos: 
1? =60' 1 =60” 
19 =100"; 1" =100* 
Reemplazando en E tenemos: 
E= $ - me +, 0 

30. 

=E=560- 100 +60. 100 
E =5960 

Clave E 


CD Resolución de problemas 


28. 


Sean: a, f y O los ángulos. 


Por dato: 
- 1802 
a+p= 30 ro. (5) 
>a+p=6" (1) 
o 1802 
p+0 20 rad. ad 
>p+0=9 (11) 
ME 180* 
2a 0= Ep rad. == 


29. 


=20-0=3" 


0) 


Restando (11) y (1): 


>0-a=3 (IV) 


De (III) y (IV): a. =6% 1 0=9" 


Reemplazando a en (|): 
>(6)+P =6=>f =0* 
Piden: 
a+p+0=6"7+0%+9* =15* 
-0+p+0=15 
Clave C 


Por dato: 
C=2a+b¡S=a+byR=7x 


a 
200 7 


Ta 


pUñOa, 
Sabemos: 180 
Entonces: 
a+b_2a+b_ /n-na 


180 — 200 T 


a+b-_ 2a+b 


9 10 
=> 10a + 10b= 188 +9 =b=8a 


> 


Luego: 


21a _729-2% 


Me 3 


Reemplazando en R:R= 71. — (2) = 


T 


3 


X rad. 


Por lo tanto, el ángulo mide 3 


Clave B 


Sean: a, B y 0 los ángulos. 
Por dato: a; PB; 0 
ASA 
+20 +20* 
>P=a +20 A0=a0 +40" 


Además: f +0 =200* 
> (a + 207) + (a + 40%) = 200% 
2a = 140% =a =70* 


=p =90% A0= 110? 
Piden la suma de los tres ángulos. 
a+p+0=70* +90* + 110? 
a+p+0=270". (22) = 3009 
a. +B +0 = 3009 
Clave C 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 1 [ 7 


SECTOR CIRCULAR 


APLICAMOS LO APRENDIDO Entonces: 
(página 11) Unidad 1 s,- 0.00 
4 12 2 
20m =>S, = > (1) 
5 Ñ or 01+3)? 
S¡+S,= == 
20m 2 2 
S; + S, = 80 (2) 
0 =45" (5500) 
De (1) y (2): 
Se cumple: L =0 r 150 
Ea 
L= (5) (20) =5n 
Piden 
.L=5nm (2) 
Clave D S2 = NEC y =1415 
S; 0 
2 2 
1 0 
7 15 
o e La 
Y Clave C 
E 
r 5. 
Por propiedad: h 
ly Lo Lg 
T = 2 = 3r O<38 rad L 
Do dl j 
To2 3 
= Ly =K; Lo =2k; L¿ =3k El radio y el arco son dos números pares 
consecutivos, entonces se pueden plantear: 
Piden: L=r=2vr-L=2 
_Li+L2 _ (k)+(2k) _ 3k 
Lo + La (2k)+(8k)  5k Por dato: 2r +L= 10 0) 
3 SiL-r=2=L=2+r 
MESS 
d Clave C Reemplazando en (1): 
2r+(2+r) =10 
3. 3r=8 
=P= - (no cumple la condición) 
Siir-L=2=r=2+L 
Reemplazando en (1): 
— 09 /(zradY_ 3n 2(2+L)+L=10 
Nadia E: dl 4+3L=10 
2 L=2 
L =9n cm anar 
iaa Ms e , 2 Piden el área del sector: S 
¿8= E-P  1081 E — 1357 s-Lr_(00_, 
20 23) 6n > 2 2 
10 
S=4cm? 
.S = 135 cm? 
Clave E 
Clave A 
4. e 


8 l Intelectum 4.2 


Como el radio es constante, por propiedad: 


S) 30  L, 
$1 _2 42 
tt 3 “6 3 
>S),=1fx A L¡=4ñn 
Piden: 
Ll _ 4 4 
S) 1n 3 
nl 
S) 3 
Clave B 
Entonces: 
L; = (r -0) e 
L, =0 (21) 
Por dato: 2L, = 3L) 
>2 (n — 0)r =3 0(2r) 
21 — 20 =60 
21 =80 
.qg=X 
0 = 4 rad 
Clave C 
Por las propiedades del trapecio circular: 
s= ($ + 2)(6)= 151 
3n—-2n|_ a 
o- (12722) - 
Piden: S = 157 - 45. 6=090 
0 z) 
6 
S -90 
Clave D 


Por dato: R=76m A r=2m 


O o Trad _5n 
150" = 150 (5550)- rad 


Piden: Nos piden Lig: Sea 6 rad la medida del ángulo AOC: 


n: el número de vueltas que da la rueda al ir de qn 1, E 
A hasta B. de 28 S= 0: 28= 3% 
o 
La SUR +1) 27,6 +2) E Entonces: 
A TO) PRE Era 
Clave C 2| 48 ]- DC 
8) 20 20 
q 615 1 _, 12. Del enunciado: Past 
4 24 EN 
Al inicio 
n=2 A Land2=L508 (1) 
5 cm 
Slave co Del gráfico: 
o<L0 rad Lig=3/2m,  Líg=x 
B En (1): 
Del gráfico: PE (34212) =x 
9 .R= Lag, también S<Qpog = 3 = 37 -x=6m 
0.5=3 Clave B 
-3 18.2 
B== S<Qh08 = 97m PRACTIQUEMOS 
La longitud que recorre el centro: 5 Nivel 1 (página 13) Unidad 1 
Lo =L4 +L + Lg Luego, el radio disminuye 2 cm y el ángulo no varía. da bi dicta is 
. Comunicación matemática 
Luego: ia A LR 
- L,=0/.1=r 1. Para un reloj analógico: 
2 3 cm 
" L¿=048-1)=H(8=1) ves 
2 > 
- L¿=BC=6n co qe : 
Entonces: B 5 intervalos 
L T T (8 ) 6 10 Del gráfico: (5 minutos) 
= +1 + =H(8 —r) +61 = 101 1 2.13 2 2 
5 2 2 S<08 = y + OR =>7:5:(3) 
Por dato: n.* de vueltas (n) de A hasta C es 5. 72 
L S<h0oB = em 
n.? de vueltas: n= == 10 
2nr 15 intervalos 
40 Variación de área (V): 
5= 21 10m = 101 y=15_ 27 _ 48 
Zn 2100 
r=1m V=480m? 
Clave A 3 Regla de tres simple: 
...Elárea varía 4,8 cm 15 intervalos 90 
td 2 Clave A intervalo —— x 
902 o 
x= == 
ed 13. De la expresión n, = > 15 
a o Se concluye que por cada minuto el minutero 
x+7 Datos: L¿= 110m,r= Em barre un ángulo de 6”. 
dl |. Alas 12:26, han pasado 26 minutos; por 
mm s Reemplazando regla de tres simple: 
Del gráfico n,= — a A =75 4 minuto —— 62 
Sea he , a del sector circular AOC: 21.7 F 26 minutos a 
== LE co (1 = 
a 2 (1) hm a” =6" .26=156" 
(x+7)R La rueda da 35 vueltas 
38= 2 .. (2) cl El minutero barre 156” en 26 minutos, 
ave D 
1) en (2) entonces: 
. 14. Del enunciado: A 
3 Lo 1)R _(x+7)R D 
2 E 2 A 
o<) 
301) =x0+7 o ÍA de 
3x+3=Xx+7 5 cm 
2x=4 8 Sk 
x=2 la 
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Ángulo central: 
156* =156* x Had — 13% pag 


180? 15 
(Falsa) 
IL. Alas 12:12 el minutero avanza 12 minutos, 
entonces: 
1 minuto —— 6? 
12 minutos p? 
b?:=6*.:12:=:72? 


El minutero barre un sector circular de 
ángulo central 72”, luego: 


(Verdadera) 

III. Alas 12:17 el minutero avanza 17 minutos, luego: 
1 minuto —— 6* 
17 minutos —— C* 


C*=6*. 17 =102* 


El minutero barre un sector circular de 
ángulo central 102*. 


1022 = 1022 Trad 3 1027 mE 17% rad 


"180? 180 — 30 
E Luego 
cl Los = 4.5 - 2 
> cm Lér = La cm 
F (Falsa) 
Clave E 
En el gráfico: 


pS 
/ 


9 
S 
Y 


Cálculo de la longitud que recorre el centro (L.): 
L, = 0(r +R) 

(Falsa) 
Longitud recorrida por la rueda sobre el camino 
circular (Ly): 
La = BR 

(Falsa) 
Cálculo del n.? de vueltas que da la rueda desde 
A hasta B (n,): 


n= Lo _ 0(1+R) on 2(0+R) 
vo Zar 2ar Po 2nr 

(Verdadera) 

Clave C 


10 l Intelectum 4.? 


CD Razonamiento y demostración 


3. 


Clave B 


P.b=a «.-(1) 

Además: 

Bla +b) =b 

Ba+fBb=b 
Pa+a=b 

(p+a=b  ..(2) 


Multiplicando (1) y (2) tenemos: 
B(B + 1ab = ab 
-P(p+1)=1 
Clave B 


Se tiene: 20? = a rad 


Del gráfico: 


Tm 2 
2 50 - Zn 


a _ 36m 
18 
Piden 
251. 
jo. 1.2 
Az 36m 36 
18 
25 
=> 


Clave D 


F=2R:=R' 
Por el teorema de Pitágoras: 
a? + (2R)? = (3Ry? 
al +4R? =9R? 
=a? =5R? 
Piden el área de la región sombreada (4). 


TN 22 
A= E)* = qa = q (SR?) 


-aA-_ 3p2 
AS R 
Clave C 


En el sector circular AOB: L¿g =0..R 
Luego: 

27 +x=x (8 +1) 

27+x=XY 
27=Y 
“.x=3 


+X 


Entonces: 
Sos = 50R7= L 0008 + 1) 


Reemplazando: 
ss La +1)? = 150 
-.S<408 = 150 
Clave D 


CD Resolución de problemas 


8. 


Del problema: 
0; = 25 
= 252 x 1 tad 
9125 pgg) 
- 
0, = 36 rad 
R,=20m 


0, = 25" - 9” =16" 
0,=16" x 1 rad 


180" 
- 
0), = 25 rad 
R¿=20m+x 


Como el área no varía, entonces: 
2 2 
REO _ RFO, 


2 2 
R¡“0, =R¿0) 


25 24 
(20Pó (20 +1 Pe 


Simplificando: x = 5 m 
Para que el área no varíe, hay que aumentar el 
radio inicial en 5 m. 


Clave B 


2 
g-0% 5,2 6L 
=S 28 3 EMS 
a e EZ 
S, =35S 


Clave B 


ox 


Hz 3001: cm 


Por dato: r = 30 cm 
Piden: 


Lo 3007. 5 


“21 2m(30) 
Además: L¿ =0y.r 
3001 =0, . (30) 
>0y = 10n rad 
ny =5 A 0, = 101 rad 


Clave E 


Nivel 2 (página 14) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
11. Del enunciado: 


Ar 130% R 
L 80% L 


A; Área inicial 
Ag: Área final 
=1 = BL 
A; =7 (R)(L) => 
A=E (1) 


Luego: 
As 3(80%L)(130%R) 


a, 1 (801 y/130R 
21100 A 100 


A/= uo) =0,52 RL 

A¿= 0,52 ...(2) 

La variación del área (AA) será: de (1) y (2) 
AA=A¡-A; 

AA=0,59RL — RL 


2 
AA=RL(0,52 0,5) 
AA=0,02 RL= 2% EL ko 
AA=4% — 

AA=4% A, 


... El área aumenta en %4. 
Clave C 


12. 
|. Para el tramo de A hasta B: 


Lo . Sinn: qe 
W= 7 del gráfico: L¿=d 


fil 
Luego: n, = 201 
Desde Ahasta Bda —Ú_ vueltas 
2nr 
Il. Para el tramo B a D, consideramos los 
tramos: 
DeBaC 
0,(R+r 
ho 2 a ca 0, = 2 
o a (R+r) 
2 2nr Ar 
R+r 
Mo =p 
DeCaD 
, 9,(R—r) a 
2 dar 0022 
m-Z (R—r) _ (R—r) 
222 2 Ar 
R—r 
== 
Finalmente: 
DeBaD 
ny = n + m» 
_(R+r) (R—r) _2R 
y dr “dr Ar 
EA 
=> 
... Desde B hasta D da o vueltas. 
II. Desde C hasta E 
0, (R—r 
n= dilo desde O = TT 
_ RI) 
dd 2nr 
R—=r 
y N 2r ! 


+. Desde C hasta E da - F vueltas. 


Clave D 


CD Razonamiento y demostración 


13. Del gráfico: 


Dato: 
Apasco = 20 m? 


Del gráfico: 
Lis =X=0.x=0= 1 rad 


Lc =L= 0(4 + x) = 1(4 + x) 


Agasco = (2) 


4+x 


E (4+ E x)4 


20=8+4x=x=3m 
Piden: 
Loc =L=4+x=4+3=7m 


Clave D 


. Del gráfico: 


a+2 


3a 


a+3a)(a +2 
Asomb. = 16 = A ) 


32 =4a? + 8a 
Entonces: 
da? +8a-32=0 
2a -4>a=2 
2a +8=a=-4 
Piden: 2a = 2(2) =4 m 
Clave E 


s, 228 23 m 


2 
30” a radianes: 
S _ 20R 
9 T 
30 _ 20R 
9 2 e 


Clave E 
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16. CD Resolución de problemas 

18. 0=36"=0= El rad 
1.* caso: ángulo 8 y radio R 
2.? caso: ángulo or y radio 3R 


Por dato el área no varía: 


o' 


HL + 2m— 


Syer. caso — Soo. caso 


Sea r el radio del círculo, del gráfico: 2 
dl o.R.=a(3R) =0.R=0. ¿R 


OA=r+r/2 =2+ (2 16 
r(1+4/2)=2 +42 > 0- Le 
(2+42) (121) 
= Como 0 = L rad, entonces: 
1442 "(42 -1) p Xe 
D/(T1- 97 rad = 64? 
Da dio la 915) GS 
21 ... Lo que hay que aumentar es: 
r=42 64”-— 36? = 28" 
Clave A 
Finalmente: 
E a 19. 
S = 11 = 1 (/2) r=10dm 
-S=2% m? << Jne 
Clave B 
_L.r_20.10_ 2 
17. Al inicio: e 
? Clave B 
Y 20. 
¿A 
42 (2) 
a 
| 45 | 
| 45 | 
: - 15 
Por dato: May += + 
Soy Lo 15 
Se sabe: 2nr 2TR r 
Ma 45,45 15 
2mr 2r  2TR r 
Para la rueda de radio 1: 3(Rari_4 
d 21 Rr Jr 
a 
2m(1) 3r = R(21 — 3) 
dy =14m _ R(2n—3) 
S 3 
Para la rueda de radio 4 8 
SO “RO 
2n(4) Clave A 
d, = 241 21. Del enunciado: 
Finalmente: 0) 9 
AB=4 +d, +d) (4) 
AB=4 + 141 + 241. 
-AB=4+ 381 La distancia que recorre la rueda (1) es igual a la 


recorrida por la rueda (2) 
Clave E 


12 [ Intelectum 4.2 


Luego: 
Para (1): 
4 
Je 
L; = ny27r (1) 
Para (2): 
_L 
12 2 
L, = n22TTR ...(2) 


L, =L>, de (1) y (2): 


21n41 =210m9R 


M_R 


n r 


Por dato: = = 


RM 
F 41 


Nivel 3 (página 15) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 


22. 


l.. Dela condición: 
0=a 
Por dato. Sy =S) + Sz 
Por propiedad 
Sz=58), = Sy =Sz +58, 
S, = 68, 


De la fórmula S = Lor”; en (1): 


Lory =6 Lar? 
OR? =60R,? 8=a 
Ry? = 6R,? 
Ry => R2/6 


Ry y R¿no son equivalentes. 


Il. Porlo anterior: 

Sor? = Lar? 
Condición: Ry =R, entonces: 
OR? = Sarf 


.. 9 es igual a 6 veces Q.. 


Clave D 


(Falsa) 


(Verdadera) 


23. 


De la relación: 


0_2 


De la condición: 49 


Ro y Ry están en razón de 2 a 7. 
(Falsa) 


Clave A 


De la igualdad: 


0 

2 

> ..(1) 
De la condición: 0,= 39T 


27.ny=8y => N/= 


En (1): 
— 39n _ 39 
vo 2n 2 


. E 
Para que se cumpla la igualdad n, = ema 


ny = 39 _ Lo 
02 2n(3) 

Para que la igualdad se cumpla: 

0=3%_ A L¿= 117% m 


> L¿=117x7 m 


Para que se cumpla la igualdad; si 
|¿= 2107 m, entonces: 


Lo _ 20m _ 
ny = iS 2n(3) =35 


n, =35 


Además: 
0,¿=21.N, 
9,= 21.35 
9,= 707. 


Para que la igualdad se cumpla: 
L¿=21017 m 0,=707. 


Para que se cumpla la igualdad; 
Si L,= 1861 m, entonces: 


Lo _ 1861 =31 
* 2nr  2m(3) 
n, =31 


Para que se cumpla la igualdad: 


L¿=18617m A n,=31 
Clave D 


CD Razonamiento y demostración 


24. En el gráfico 


25. 


Sea S área del trapecio circular ACDB: 
- 1/27 p2_1/2n),2 
PAT) 


Es FF] -» 


(1) 


En el triángulo rectángulo ATO: 
R=2+ (115) 
Re =14 (2) 
.s= 1/21 
(2) en (1): S = al z 1 
-.S=21nm* 
Clave E 

Sabemos: 

= Lo . 
NE nr 
L.: longitud que recorre el centro de la rueda. 
r=2m 


Del gráfico, tramo AC: 


pon o_ o T _ sí 
mZAOC = 100* = 100 - 7807 rad = 9 rad 
mzZAOC = 3% rad 


Entonces: 
L; = le) . R 
Lyá de. (2+7) 


L, =51 m 


Tramo CB: 


JJ J 
I t 
| 151 m 1 


L,=15m m (2) 
De (1) y (2) 

Lo =Ly +L,=57 m+ 157 m 

L,= 201 m 

Finalmente: n, = 201._ - 5 

“ny =5 (2) 


Clave B 


26. Resolvemos la trayectoria que realiza la punta al 
envolver la región: 


27. 


Sea L, la longitud que recorre la punta B de la 
cuerda: 


L=L,+Lo,+L3 a (11) 
Del gráfico: 
L,= el . (20) = 101xm ...(2) 
—0b: q TX 
L, = 6b; donde O =60 . 180 3 
=X1 
Además; 20=5+b =b=15m 
-X 
L,= 5 (15) 
L, =5x7 m ...(3) 
L¿= a. as donde o. = 301 - 1 
A 180 6 
L¿= ñl .ajademásb=a+c 
a=b-cC 
En el IMDQC(30*, 607): 
c= (4,5)(2) 
c=9m 
=a=15-9=6 
a=6m 
T 
L¿= 6 . 6 
La =T Tm (4) 
(2), (3), (4) en (1): 
L=107 m+51 m+xm 
.L=1617. m 
Clave A 
En el gráfico: 


= Sea centro del círculo. 
=  PyQpuntos de tangencia. 


Se observa: 
R=3+2r 
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Por dato. 
Area del trapecio circular ABCD (S) 
es igual a 48 u?, luego: 


_1lor_ 122 
S= 7 0R 703 


_A0m2_22 
S= 2 0(R*- 3%) 
De (1), reemplazando valores: 
=4 4p2- 
48 = 2 zR 9) 


R?-9=72 
R?=81 
R=9 
3+2r=9 
2r=6 
r=3u 
Luego, área de la región sombreada (círculo): 
Ao = ne 
Ao = (3) 
¿Aj =9mu? 
Clave C 


CD Resolución de problemas 
28. 


(0) 6 [o 


Sabemos: 60” = E tad A 120% =2% rad 


3 
Del gráfico: 
5).0) 
Amos +A1= -=5 
2 
6743 E +A, =6n 
>A, = 6n — 9/3 
Además: 
2 2 
(yo 
A, + A = O 
A¿ +A= 12m 


>A= 12n — (6n — 943) 
A=3(2n + 343) m? 
Clave D 


29. Sean P y Q las proyecciones de los centros: 


14 | Intelectum 4.2 


Sabemos: 


n= = r: radio de la rueda 
TE 1: longitud que recorre el centro 
Luego: 


Para la rueda A: 


ll ; dato:n,, = 14 


M7 2m(9) 
E L; 


L,=14. 187. =14.18. 22 =36.22 


L; = 792 m 
L 
Para la rueda B: n,, = —2—. dato: n,, =7 
B 2m(4) B 
-L 
a 


L¿=7.8=7.8% =176 


L,=176m 
Finalmente: 
PQ =L; + 12 + Lo 
PQ =792 + 12 + 176 PQ = 980 m 


Clave E 


30. Del enunciado: 


h 6 m: 3 m—+43 m— 


Se observa que la trayectoria del punto P cuando 
el triángulo gira es la de un arco de circunferencia. 


De la región Sy: 
L, = 04R; donde: 0, rad = 120? 


R=3m 
Luego: 
4992 Arad _ 21 

6, rad =120". 180 3 rad 
0, rad = 2% rad 

: 3 

21 
0 = 3 


Entonces: L; = — (3) 


L, =21 m 
hb. 
Además: Sy = S, > Hz 
L, =L,=2% m 


Finalmente, sea L la longitud de la trayectoria de 
P: 

L = L; + L, 

L=2rm+2x1 m 

.L=4em 


Clave D 


31. Del enunciado: 


Na, Ng, Ng: Número de vueltas 
La, Lg, Le: longitudes recorridas 


Datos: 
2 2 1 1 
=R¿=> ==—+> ..(1) 
La B "Ra Ra Rs 
Ra Rc 
La za Lo > Lp=Kk 
Lg = 3k 
L¿ =2k (2) 
Sabemos: n, === L 
2 21, 
En (1): 
Zo 1 
lg La RE Lo 


21M 214 210, 


4mMg _ 214 26 
Lg - La Lo 


28 _ Ma No 


le La Lc 
De (2): 
2Mg Ma Nc 
E 


3 3 
Mg = 3 Ma + Ge 


Por dato: n¿=7; n¿=2 


Luego: 

n= 0) + h02) 

Ng= eS + 5 

NB = — ds NB =12 


Clave C 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS AGUDOS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 17) Unidad 1 


1. 


2x+1 


Por el teorema de Pitágoras: 
(2x - 1) + (9? =(2x + 1)? 
dx dx +14 xó=4x + 4x +1 
xÉ =8x ..x=8 
Clave C 


cosa = 2 a es agudo. 


2k 


Por el teorema de Pitágoras: m = 45 k 
Piden: tana. 


-J5k _ 45 
Ea 


tana = 


tana = 
Clave C 


Del gráfico: cota. = ME. tanp = d 
m m 
Piden: 
R = coto. — tanfK 
rR=M+d_d_m+d-d_m-y 
m m m m 
¿R=1 
Clave A 
6 
2 
a 
Pl O 
A 4 M á B 
Del gráfico: 
=2 
tan0 = 2d «(1) 
sE 
tanó = a (11) 


Multiplicamos (1) y (11): Trazamos: BP 1 AM 
tano = E. 2 Por dato BC =AM 
il ÍX.CPB notable de 30? y 60”. 
a Sea BC =2a ABP=a 
1 42 IAPB notable de 45*. 
tan0 = —=. += 
24 AP=PB=a 
.. tan0 = de Luego: 
Clave B AM =AP +PM 
2a=a+PM 
PM=a 
, oy-BP_a-_ 
.tan(9 + 30%) = Ma 1 
Clave A 
8. 
Por dato: tanó = Z 
Del gráfico: tand = a 
L + 5a 
aid ] PO: bisectriz del 4TPQ 
Ls mZOPQ = 8", [LOQP notable de 8? y 82”. 
2L +10 =5L PQ=4k A PT=54/2k 
10a =3L =L = 102 ON 
3 k=3 -.PT=15/2 cm 
PEN ND _ 2a 2a 6 
Piden: tano. “AD T 102 10 Clave D 
3 9. Dato: 
tana. =0,6 cos9 = (3 sen?45" 
2 
Clave D cos0 = /3 (7) 
12 
cosO = E 
2 
A 
6: agudo: 
2 
a d 
Cc V3 B 
M punto de tangencia: AM _1 OMA OM=r MABC notable de 30? y 60? 
ÍMAMO notable de 37” y 53* => 0=30" 
, -.28 =60" 
sen37” = —— 
4+r Clave C 
3. 
5 4e+r 10. cosa. =-—1_ dato coso, = 2 
eca 28 
12 + 3r = 5r 
53__1 
-.r=6cm 28 seca 
Clave B 28: 
seca = Ea 
EnM 
lis 7 _ A 
31 13 
mo 3 
9 
Clave E 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 1 l 15 


11. 


12. 


13. 


14. 


Datos: 


sena csc41 = 1; a agudo, de razones recíprocas. 
a=41* 

tanb = cot57”; b agudo, por propiedad de 
ángulos complementarios: 


b +57" =90* 
b =33* 
EnR: 
R = cotía — b) + 7tan(a + b) 
R = cot(41* — 33) + 7tan(41* + 337) 
R =cot8” + 7tan74* 
R=7+7. 2 
-.R=31 
Clave A 


2cos 53” 


V7sen16* 


tana = 


Clave D 


Datos: 

tana tan6? = 1 

cot(90* — a) tan6? = 1 

Por razones trigonométricas recíprocas: 
6” =90"-a => a=84” 


sec(26” — x) = csca 
sec(26” — x) = csc84” 


Por razones complementarias: 
26” —x +84” =90% = x=20" 


Luego: 
cot(10? + x) = cot(10* + 20%) 
cot(10* + x) = cot30? 
cot(10? + x)= (3 
Clave C 


Sabemos: senx cscy =1 => X =y 
Entonces en la expresión se cumplirá que: 
(2x — 10%) = (50? — x) 
3x =60* 
x=20* 
Clave B 


16 l Intelectum 4.? 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 19) Unidad 1 


CD Comunicación matemática 


D) cota = 2 
(e 


... Ninguna es correcta. 
Clave E 


|. Para un mismo ángulo, dos razones son 
recíprocas si el producto de ellas es igual a 
la unidad, luego: sen8 cost 4 1 
(Falsa) 
Il. El teorema de Pitágoras se cumple en los 
triángulos rectángulos. 
(Falsa) 


III. Para a. y O complementarios se cumple: 
a +8=90* = seno. =cosO 
(Verdadera) 


Clave E 


CD Razonamiento y demostración 
3. Por dato: 


Piden: 
M =senB . senC . tanB . a? 


(by (2) (D) a 
=M=(2)-(3)-(2).3 
M =p? 

Clave C 
Por dato: 


¿Das 
CoSX = 3; (x agudo) 


Por el teorema de Pitágoras: n = 12 


Piden: 
M =4(cotx + cscx) 


Clave D 


5. Por dato: 


tana. = 75; (a. agudo) 


L 
15 


Por el teorema de Pitágoras: m = 17 


Piden: 
R = 60(tana + seco.) 

=60/8 , 17 
di so 1571 ] 

an 25) _ 
RS el zo ] 100 
-.R=100 

Clave C 

Por dato: 
tano 27 = cos45? 
Sabemos: cos45*= 12 - 1 
2 7 


Entonces: 


>tangien = (57 
1 


Por comparación: tan0 = > 


=> cot0 =2 2 
Pero también: 
29480 

4 
cano (3%) 
Por comparación: tan0 = 1 


=cotO = 4 


Por lo tanto, el mayor valor para cot0 es 4. 
Clave E 


Por dato: 
sec(3x + 43%) — csc(8x — 30%) = 0 


Entonces: sec(3x + 43”) = csc(8x — 30) 


Sabemos: secO = cscf 0 + PB = 90? 
> (3x + 43%) + (8x — 30?) = 90? 
11x + 13? =90* 
11x=77" 


Clave D 


8. E=secxtan2x — 2001) 


12. 


Para x = 30? 
E = sec30” tan60? — 2cot45* 
2 
E= 43 -2x1 
13 
E=2-2 
“¿E=0 : a 
De los datos; trazamos AP 1 CB 
Clave C 
sa mZA+mzZC =45* 
9. k=(tan5” — 1)(tan15* — 1)... (tan45? — 1) ... = mZABP =45* 
(tan85* — 1) A 
a DAPB notable de 45 
..k=0 AP=PB=5 
Clave B 
Luego en el IÓAPC: 
10. tanC= 2 
5D+Xx 
5-_53 
16  5+x 
12 cm= 4al 5+x=16 
x= 11 
Clave B 
De los datos; ABCD cuadrado, sea PC =a: 
BP =3PC = 3a Nivel 2 (página 19) Unidad 1 
AB =BC =4a CD Comunicación matemática 
12 =4a 13. 
a=3 B 
=PC=3 E 
IMAPBP y ÍXMPCQ notables de 37* y 53%. he 215 
=a=53" SD m 
o- PC A 14 H 4 P 
Luego: cos53” = PQ 
_ = - BH altura relativa a AC. 
ee DAPB notable de 8? y 82*: 
Clave € BH=2 AAH=14AHC=4 
CD Resolución de problemas Luego: 
11. Del enunciado: AMBHC notable de 29 y 122 
: 2 2 
O o 
> mZC= — A BC=24/5 
Q Además 
a AC _18_g 
pÁL5 . % BH 2 
SeaQC=a ...Se puede afirmar | y 11. 
BQ = 30€ = 3a Clave C 


Trazamos PH _L BC, H punto medio de BC: 


BH=HC=28 A PH= 22 =2a 


Luego, EXPHQ notable de E y er. 
197 


.mZPQB = q 


Clave D 


14. 


La razón trigonométrica de un ángulo es igual a 
la co-razón de su complemento, luego 


sen45” = cos(90” — 45”) 
sen45” = cos45” 
Solo C es correcta. 
Clave C 


15. Se tiene: 
tano tan6 = 1 
Por RT de ángulos complementarios: 
tan0 = cot(90* — 6) 


Luego: 

tano, cot(90” — 0) = 1 

o. y 90” — O agudos, se cumple: 
aL =90* — 


o_T_ 
>0+0=9 1807 


rad = 90" 
[07 ES 
2 


>0+0= 0) 


= tan = tan45* =1 ..(V) 


Clave B 


CD Razonamiento y demostración 
16. Por dato: 


Piden: 
2 f + cosC 
(a + b)? — 2bc 1-00 


Primero hallamos el equivalente de: 


f+cosC_ _ 
1 — cosC 


[+ cosC +cosC 
1 — cosC 


Por el teorema de Pitágoras: 
a=b +0 > a pt=0? 


E EC E by 
1 — cosC (c?) 

f +c08€ _ a+b 
PAT c0SC Cc 
Reemplazando en la expresión E: 

(a +b)?- 200222) 


E = (al + 2ab + b? — 2ab — 2h? 
> E= da? =p? = (0? 


E =0 


Clave C 
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17. 


En el MABC: cosa = Y 


2n 
En el nCHM: cosa: = a 
9 n 2 
dem El n 36 n=6 
iden: =N-2 
Piden: cosa. = 378 
..COSOL = + 


Clave C 


18. 


Sea:AB=EC=b 


: -3 
Dato: tana. = q 


ED 


El 
EC 4 
2a_5 
4 


En ABAD: cot6 = ze 


=5(2 
coló = 5 (5) 


; -2 
.cotO = 3 


Clave A 
19. 49tan%a + 1=7tano. + 7cot(90* — 01) 

Por propiedad de ángulos complementarios: 
49tanZa + 1 =7tano. + 7tana. 
49tan?a, + 1 = 1átana: 

> 49tanóo — 1átana +1=0 
(Ttano)? — 2. (1)(7tana) + 1=0 

(Ttano - 1? =0 


Ttano.—-1=0 
1 
tana = 7 
OL agudo 
=>0=8" 
.20.=16* 


Clave D 


18 l Intelectum 4.? 


ta7”( tan 73 cod = coto! 17) 
20. P= 


sec85” (tan 45%sen5” + cos85”) 


_  tan17? (tan73* x3 — 2cot17*) 
— sec85” x1xsen5” + sec85” cos 85” 


tan 17"(3cot17” — 2cot18”) 
PS o o 
csc5”sen5* + 1 


p - tan17" cot 17? 
1+1 


Clave D 


21. 


Trazamos PH 1 AO, IMQHP notable de 37? y 53": 
HP=4a A QH =3a 


H punto medio de Q0: 
QH = HO = 3a A OB =AO = 2HP = 8a 


En el IMAPP: 
AH =AO -— HO 
AH = 8a — 3a 
AH = 5a 


- HP. _4a 
dl TI 
4 


.tan0 = 5 


Clave E 


CD Resolución de problemas 
22. 


Del gráfico: a. <0 


Piden: 
tana = 


tana = 


aw ano 


Clave D 


23. 


12 
Por el teorema de Pitágoras: 
e =5 4 122 
x =25+144 
xÉ = 169 
=>x=13 


Piden: P = csca + cota. 
p-8,2--5 


5 5 5 
¿o P= 5 
Clave D 
24. 
3 
2 
O PS 
x=V5 
Por el teorema de Pitágoras: 
2 =x 42 
9=x +4 
V5 =x 
Piden: 
1 
K= /5 tan0 + — cos0 
16 5 
2 1/45 
k=4/5 (5) HL) 
/5) Y51 3 
-2+1 
K= Al 3 
K = 3 
Clave D 
Nivel 3 (página 20) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
25. 
z 
y 
*x 
Ll Para o. = 30% 
LL 
Z 2 
Il. Para O. = 37" 
X-4 
y 3 
III. Para 0.= he. 
z E 
x 2 
Clave C 


26. Del Íx notable de 16* y 74*: 


27. 


28. 


29. 


24 


Clave E 


A 
M 
raM 


A e 30 
Por dato: M es punto medio del arco AB. 

> mAM = mMB = 45" 

Por ángulo central: m4MOB = 45? 

En el MOHM notable de 45*: 

OH=HM=a A OM=a/2 

Pero: OM=0A=0A= a/2 

En el ÍMAOH por el teorema de Pitágoras: 

AH=a/3 

Como: MH //AO mzMHA = mZHAO = a 


Clave C 
31. 


Por dato: ABCD es un trapecio isósceles. 
En el ÍMBNA por el teorema de Pitágoras: 
(BN)? + (AN)? = (BA)? 
h?+12=7? 
h?=48 =h=4/3 


tano = (3 
Clave A 32. 


Del IxOHT notable de 37? y 53”: 
OT =5k; TH = 4k; OH = 3k 


Del gráfico: OT = OB 


= OT = OH + HB 
5k = 3k + HB 
=> HB = 2k 
Piden: 
-HB_2k_1 
sia Ta 
cep= Ll 
.cotO = > 
Por dato: 
secó = ao. (0 agudo) 
a? — p?' 
a+b? 
d 
Pd O 
a? - p? 


Por el teorema de Pitágoras: 
+ (a? 12? = (a + 12? 


a? = (a? + 19? - (a? - 12? 


d? = 42? 
=d = 2ab 
Piden: 
-_d (2ab) 
tanó EA 
2ab 
tan0 = 
a? — p? 


Por dato: BN = NM A AM = MC 

Por propiedad: BM = AM = MC = 10k 
Además: m-MBC = mMCB = 53? 
= mZNBH = 37? 


Del IÁNHB notable de 37? y 53”: 

NH =3k A HB =4k 

Del x ABC notable de 37? y 53*: 
AB = 16k 


=AH = 12k 
Piden: 

- AH _42k _ a 
cota. = NH 3k =4  ..cota =4 


Clave C 


Del gráfico: 
AB =AE =AD = 5k 
Del IMAHE notable de 37* y 53*: 
AH=3k A HE=4k 
Luego: AB = HP 
> HE + EP =HP 
4k + EP =5k => EP =k 
También: AD = AH + HD 
> 5k = 3k + HD 
= HD =2k = PC = 2k 
Piden: 


tan0 + cotO = EP , PC 


PC * EP 
k,2 


tan0 + cotO = FR 


= tan0 + cot0 = 5 +2 


1 
Z 
..tan0 + cotO = > 
Clave C 
CD Resolución de problemas 
33. Sea el triángulo ABC: 
A 


a>b 
a: menor ángulo agudo 


Cc a B 


Por dato: 
a+b_31 
a-=b 17 


17a+17b=31a — 31b 
48b = 14a 


31 


Clave B b 7 


a 24 
Luego: 


A 
j CA 
e 24k B 


ÍMABC notable de 16? y 74? 
> 0=16" 

oca 2 

-.Csc16” = 7 


Clave E 


34. 


Clave A 
Del gráfico: m4ABH = m4BCH =B 
Piden: 
J=tana . tanf 
No o 
le ( C ) ; (2 ) 2 
pe 
ls > 


Clave D 
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RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 4. Te 
(página 22) Unidad 1 a 
1. 
A 
atana  S a R acota SS C 
Del gráfico: Del gráfico: 
RC=acota A AS =atana. ss DAAE sena. 
En el MBPC: 
Por dato: AC = 5PQ 
PC = (bsena)sena. >PC = bsenía $ iS sena. =S, = 5sena. 
En el MPHC: > atana + a + acota. = 5(a) 
HC =PC. sena a(tana. + cota + 1) = 5a Además: 
HC = (bsen?a.) sena. HC = bsenta s, +5= ABAC sena 
tana + cota + 1=5 2 
Como: HC =x 
x= bsenía -.J =tana + coto. =4 S¡+S= LO ena = 24sena. 
Clave D Clave B 
Entonces: 
. : A EA (5sena) + S = 24sena 
2. Considera que piden AE en el gráfico siguiente: pra aa 
Clave D 
8. 
A 
En el MBEC: BE = acosa. A CE = asena Sea: BD =m 
Trazamos: BH LAD 
En el BEA: 
AE = BE cota. Del gráfico: 
AE = (acoso) cota. BC = msena. A BH = msen0 
..AE = acosocota 
ese En el MBHA: Por dato: ABCD es un cuadrado. 
Entonces: PR = AD 
_ msen0 
tata Sm = na 2sena. + 3cosa = 4sena. 
. Considera el siguiente gráfico: os Teen 
An > seno, senf = send sena _3 
cosa 2 
. sena. senf 
d e > tana => 
Clave E 
m a Como: tana. cota. = 1 
Ñ N Ñ 6. 3. cota =1>cota = 2 
Sea: AB =d DAA 
Entonces: BN = dtand Piden: 
Por dato: BN =NC P = tana + cota = 245=2 
En el MABC: 13 
BC =AB. coto PE 
2BN = dotó Clave C 
=2dtand =d . coto Trazamos: DH 1 AC 9. 
2tan0 = Er > tan?0 = - Por el teorema de la bisectriz interior: C 
mass e BD =DH A 
Piden: . 17 
o En el IMDHC: E 
DC =HD sec28 A SA 
M= —)|+1=1+1=2 
al): li x= (n) sec20 B-——3 S, 
“M=2 «x= nsec20 Por el teorema de Pitágoras: 
Clave C Clave B AE=10 AAC=17 


20 l Intelectum 4.? 


Por áreas: 
_ (base)(altura) _ 9.8 
S 2 > 20) 
S= pa -senf = 1 ep 50) 


Igualando (1) y (11): 36 = 85senf= senf 
Piden: 


T= 85senf + 2 = (36) + 2 = 38 
..T=38 


10. 


Por el teorema de Pitágoras: OM =/6r A OB=24/3r 


Por áreas: 
_ (base) (altura) _ (1/2)(2r) 


2 2 
>S=/2r 0) 


S 


S= === LIsnt8n ono 


(OB)(OM) ¿ong - L/406r 
2 E: 


=S = 3/2 1"sene .. 1) 


Igualando (1) y (Il: 421? =34/21?sen0 


di do 
q => 3 =3 


..CscO =3 


11. 
= IMAND: DN = ADsenoz 
DN = Lsenoz 
AN =ADcosot 
AN = Lcosor 


=  DMAMB: mZMBA= 0L 
MA = BAsenol 
MA = Lsena 
BM =BAcoso: 
BM=Lcosa 


Luego: MN = Lsena + Lcoso, 


- (EM60N) 
a 


_— [Lcosa + sena.) 
2 


a (cosa + seno!) 


12. 


=  ÍMDEC: EC =DCsen6 
= asenó 
DE =DCcos6 
Clave E = acosó 


=  IMABD: AD = BDsec6 
AD = asecO 


Luego: 
asecO +acosO 


cota: = 
asen0 


secó +cosO 


Coto, = 
sen0 


Clave C 


13. 


Piden: P = cota — tana 


Del IM ABC: 
atana + 2a 


= tana +2 


cota = 
= cota — tana, = 2 
*.P.=2 
Clave B 
14. 


Clave B 


S= sena = xyseno. 
Srora = Yoma = 6xysena 
-StoraL = 65 
Clave E 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 24) Unidad 1 


CD Comunicación matemática 
1. 
_ Cateto opuesto 


santo) hipotenusa (E) 


S= sena (F) 
Clave A 
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CD Resolución de problemas 


El teorema de Pitágoras se aplica solo a 6. 


triángulos rectángulos. (F) 8 9. 
D Lcote L A Ñ 
0 
A Lcot0 D x C 
| Lcsco | 
O A 
Del DMABC: AB = LcotO A AC =LcscO AA O Ac = 30 
o. + 0. =90 ] ] 30 cm cos42* 
Como BAD es un sector circular, entonces: , 
201 =90* Dato: 
palta w) AB =AD = Lcoto cos42” = 0,743145 
o Luego: AD + DC =AC 
2. = Lcot0 + x =Lcsco .A= IES = 40,36897 cm 
DR a ad X= L(cscó — cot0) 
azonamiento y demostración 
y Clave B Clave C 
3. 7. 10. 
[el 
BOM a c dl 
AN 
0 
2a - 2a 120m 
12 
0 A m 
A Ñ D A B 
H=— 28 AB = 12 tan71? 


Trazamos la mediana relativa a la hipotenusa. 


AC AB = 12 (2,904208) 
Por propiedad: BM = + 


En los triángulos rectángulos ABM y DCM, por el AB 
teorema de Pitágoras: AM =MD =a4/5' id tdi 
Además: m/MCB = mzMBC =0 Clave B 
Luego por áreas: 

(AD)(MH) _ (AM)(MD) 


En el MBHM: BH = BM sen20 Nivel 2 (página 25) Unidad 1 


m Anamo = 2 — > sen0 ] . . 
o E 7 sen20 CD Comunicación matemática 
Clave D Entonces: 11. 
(2a)(2a) _ (a/5)(a45) 
4 a > > send 12. 
2 
>2a?= 32 seno > sen = z CD Razonamiento y demostración 
nseng| 13. 
5 4 
A mcosg send 
HT 3 
Piden: 
Piden: x A = sen0 + 2c0s0 
Del gráfico: x =AH + HD 
X= mcos0 + nsenQ =>A= 5+25) = 22 
Clave B Del gráfico: 
did ¿A=2 H=BH +AN 
5 Clave E ...H = msen6 + Lcosal 
Clave B 
8. Por dato: cos23” =0,920506 
14. 
Cc c 
18 cm 
Lseno 
A DN - On 
A Lseno D 


En el IMABC: AB =AC cosa. 
=X = (msena) coso. 


Del ABC: AB =AC cos23? 
> x = (18)/0,920506) 


Por dato: ABCD es un cuadrado. 
Entonces: BC =AD 


.".X = MSENOLCOSOL 
Clave C 


22 [ Intelectum 4.2 


x= 16,5691 cm 
Clave A 


Lcosó + n = Lsend 
=n = Lsen0 — LcosO 


Piden el perímetro (2p) del trapecio AECD. 


2p =L +n + Lsen0 + Lseno "S, AB d sen40” =0,64279 Acos40” =0,76604 
2p =L + 2Lsen0 +n S =2p = 30(1 + 0,64279 + 0,76604) 
2p =L + 2Lsen0 + (LsenO — Lcos0) de 3, = sec20 2p = 30(2,40883) 
=2p = L + 3Lsen0 — LcosO Clave D ..2p =72,2649 cm 
.2p =L(1 + 3sen0 — cos0) 18. Clave C 
Disis a ÁS Nivel 3 (página 26) Unidad 1 
15. á a CD Comunicación matemática 
a 
21. 
22. 
B A 
Por áreas: Aygc =Ay +A CD Razonamiento y demostración 
Entonces: ce 
ab o _ ax o, XD o 
La mínima distancia de P a la circunferencia es sen 60” = 5seng0” + =seng0 
PQ. 
ab $) E ax(7)+0[5) 
Del MPHO: PO = OH 050? 
=PQ +00 =(R) 0502 ab/3 = (a + b)x 
e 0 _abd3 
=PQ + (R) =Resc=7> o 
.PQ= Roso, = ] Ñ Del gráfico: BC = PR =H 
á A aa En el DMARP: AR = PR tana. 
> 1-28 - 3 =AR = Htano. 
16. en) 
: 7 En el lBARQ: QR =AR cotf 
X= 43 > a = Htana.cotf 
Clave A Piden: PQ =x 
CD Resolución de problemas Luego: PQ + QR =PR 
19. a =ox+a=H 
A x + Htanacotf =H 
Del gráfico: PH + HR =PR 
dk 12 m dm x= H(1 — tanacotf) 
=d =b - acos6 Clave C 
A G 
Piden: 24. 
tana = — = Ese Piden: 
Anc = MENOS] serg0? 
- tana, = —2SenO 'AABC 2 
b — acosó 401 
Clave D Mi MEA o 
2 2 
17. 
“Ame =42 m? 
Clave C eN kcos (8 + a.) 
20. 
c Sea:AD=n 
. Sy _ ksen0 
30 cm le Por dato: 3, — sena 
Por el teorema de la bisectriz: pá Ñ (AC)(HD) 
BN=NH=h 30cos40? > EA _ kserd 
Piden: (AB)(DB) — sena 
did Piden el perímetro del triángulo (2p). 2 
E (AC) (NH) pen 2p =AC+CB+AB ACIHD) k 
] 2 == EI => 2p = 30 + 30sen40* + 30cos40? > (AB)(DB) 5 


S,  (AB)(NB) — (AB)(n) 


Sí _ AC _ dsec20 Además: 


=2p = 30(1 + sen40* + cos40*) 
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25. 


26. 


Entonces: 


(k) (nseno) — kseng 
(kcos(0 + a))(nsena) sena 
PS 
cos(0 + a) 
.k=sec(0 + 0.) 


Clave C 


Del IMABC notable de 45”: 
L 
BC=AB= — 
1 
Del IMBHD: BH =xc0s0 A HD = Hsen9 
Del IMAHD notable de 45": 
AH = HD = xsen0 


Luego: AH + HB =AB 


L 
xsen0 + xc0s0 = > 
=> 2 
L 
x(sen0 + cos9) = =— 
xX( ) 7 
L 1 
x= —(sen0 + cos6 
77 
Clave D 
Por áreas: 


has (base) (altura) _ (acotx )(a) 
A 


2 
Ags = GA — a) 


Además: 

Anang = apa senó 
a (050) (acsob) SeñÓ 

2 

o Ab send 1) 
Igualando (1) y (11): 

2 2 

a a bi cola 


24 | Intelectum 4.2 


Entonces: 


_ Ccotx _ 1 
CscoLescf) Send cota 0) 


cscacscp = cotx(cscO) 


Piden: 
M =Csco. cscf secx 
M = (cotxcsc0) secx 


Recordar: cotx = 1 A secx= — 
>M= “0SX 6509. —1 
Ssenx COS X 


M= (5) cscO = (cscx) cscO 


senx 
.M =CscxcscO 
Clave B 
. Primero: 
B 
a a-1 
A C 


a+1 
Por el teorema de Pitágoras: 
(a +1)? =3? + (a- 1) 
Resolviendo: a = 4 


Luego el triángulo rectángulo ABC resulta ser 
notable de 37* y 53*. 


Del ÍnNHC: 
n = (xsen0) cot53* = x50n0 |<) 


=n= ÁÚsen0 


aX 
4 
Como: BC =3 BH + HC =3 


Entonces: 
xcos9 +n=3 
xcosO + seno 0 
x(4cos0 + 3sen0) = 12 
=4c08s0 + 3sen0 = - 
Piden: 
+ 
12 x 
xy 
(75) = 4c0s0 + 3senQ 


Clave C 


28. 


N 

xsen30* 

Cc 
Del ExBHM: sen6 = a (1) 
Del IxMNC: send = it 0) 
Igualando () y (1); MSepáT” — acendir 


ne 
> 2 
x=12 
Clave E 
CD Resolución de problemas 
29. 
B 
c a 
A Ñ 6 
Por dato: S = 0,5 m? 
Sabemos: 
a _ bc 1 _bc 
> 2 Sea senA 28 
- bc 
=>CscA = 25 
; ab 1% 
a 2 ii senC 28 
- ab 
=CcscC = 98 
. Ss-20 1 _ a 
LAS as 
- 2. 
=CscB = 25 
Piden: 
- (bc)f aby ac 
cscA cscB cscC = (3 J 3 l 3 ) 
22,2 
=cscA cscB cscC = ER 
Como: S=0,5= + 
$ ; => 88%=1 
cscA cscB cscC = a?p%? 
Clave B 
30. 
fos 
nescp hi 
A ncotf B 
Piden: el perímetro (2p) del triángulo. 
2p =CB+AB+AC 
=2p =n +ncotf + ncscf 
-.2p =n(1 + cotf + cscfi) 
Clave D 


MARATÓN MATEMÁTICA sT 
(página 27) Unidad 1 RS 
ST =RScosf 


ST = (2/3 — 2tanf )cosf 
+. ST=2cosp(/3 —tanf) 


=Cosf 


1. Del gráfico: 


4tan0 4Acot0 Clave B 
3 S 5. Del gráfico tenemos: 
Como PQRS es rectángulo: 
PS =QR 
4tan0 = 4cot0 
tan0 =cot0 => O =45* 
Nos piden: 
M=coté8 — 1 
M=(1?-1=0 
¿M0 tana. = 2 
Clave A 
_k4/3 _k43 
2. Sabemos: an 3k+k"  4k 
s_9 
Cc 10 . tana = de 
BX +5 Clave D 
> 10./2x+3 =09 > 
6. + 118 360" 
100(2x + 3)=81x5x LED m 
(23(p))" 4320" 
200(2x + 3) = 81 . 5(x +1) a<b 
40(2x + 3) = 81(x + 1) _ 4320 _ 
80x + 120 =81x + 81 > a = 9 1 
.39=x 
+ ab+3=12 
Clave B 
ab=9 
3. Del gráfico: 1x9 
NA 
9x1 > 
A 60 x=60'x 19 
19 Xx x= 1140' 
$- or Clave A 
2 7. 
28 =(180* — 45”) .R? 
27m m? = (n — n/4)R? 
27 m?= 37 p2 (2/3x — 432 
36m?=R*=>R=6m 
g o o 
Nos piden: (54) (05) eV a+ rada) = 1802 
L=2R 
L=2(6m) >= L=12m 2x - 12 x 2 1 (8/x +3) +60" = 180" 
3 10 
Clave C 
3x — 18 + (8/x +3) 5= 600 
4. Del gráfico: 


3x — 18 +40 /x +15 = 600 
Sirx=k? = 3k +40k = 603 
k=9 


=>x=81 


Clave E 


Luego la longitud total de la curva es: 


L=AB +BC +CD 


L =300* (ap) +120( 180 )r+300" (¿p=)" 


3 3 3 


L=14mx4x (E) 


Li Fn+Gn+ 3) > L=r(4r) 


L=176m 
Clave B 


9. Tenemos: 


12sen0 
Bg pe 


AB=BC 
8sen0 + 12c0s0 = 12sen0 
12c0s0 = 4sen0 
-. cot8 = 1/3 
Clave B 
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á Unidad 4 ) ÁNGULOS VERTICALES Y HORIZONTALES 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 30) Unidad 2 
1. 


Del gráfico: 
ENDMACB es notable de 30? y 60”. 
=BC=AC/3 =BC= 7243 
Piden: la altura de la torre. 

BH =BC +CH>BH=724/3 + 4/3 
o. BH=73/3 m 


2. Seah: la altura del edificio. 


(jafafafaf=faj=fa] 
OO000o 


pooDo0DooooO 


oOo000 


HH 20 3H 


Del gráfico: E = cot30? 


42 - /3H+20= /3H 
20=H(43 -1) 
_20(/3 +1) 
(13 - 1143 +1) 
+ H=10(43 +1) m 


Clave A 
3. Sea la altura de la mamá: h. 7. 
H—3 m ——— 
Entonces: 
H=/3 +1,6 
.H=(43 +1,6) m 
Clave C 


EI DMABC es notable de 45% = n=5m 


Del gráfico: 
hi. 90.1 
10 10 2 


tana. 


26 l Intelectum 4.? 


Sea H: la altura del edificio. 


1 -t 530 
> =tan 
2 2 Por dato: cotf$ — cota. = 0,7 
530 
US) Del gráfico: 


Hcotf = 35 + Heota 


Clave B 
Hcotf — Hcota = 35 
H(cotf — cota) = 35 
H(0,7) =35 
-.H=50m 
Clave B 
9. 
Ha 
Del gráfico: 
dtan45* + dtan60? = 40 
d(1) + d(/3) =40 
__%4 
13 +1 
-.d=20(43 — 1) m Del gráfico: el triángulo CAJ resulta ser rectángulo 
Cavik y notable de 30* y 60*. 
: Por dato: CA+AJ=1 =k+kW3 = 1 
Sea la altura del árbol: h. 
1 k1+/3)=1>k= 41 
y dl Piden: 
=0-9(43-1 
a A a 
ES, O 
175m e] 1,75 ¿JC = (43 —1) km 
Del gráfico: Clave A 
y =(1,754/3)/3 
Además: 10. 
h=1,75+y 
h=1,75+(1,75/3)4/3 
h =1,75 + (1,75)(3) = 1,75 + 5,25 
h=7m 
Clave C 
Del gráfico: O + a. = 90% 
= mZAPM = 90? 
Entonces, el triángulo MPA es rectángulo. 
Por el teorema de Pitágoras: d? = 12? + 35? 
Hi > d = 1369 
H—6 m-——ÁN . d=37km 
Del IMABC notable de 37* y 53*: E 
CB=8 
Sea h: la altura de la torre. 
Leia, 11. 
Del gráfico: 
h=CB +BN 
h=8+1,5=9,5 
-.h=95m 
Clave B 


Del gráfico: x + 160 = 120 cot30? 


l x+160=120/3 


x=120/3 — 160 
= x=40(3/3 —4) 


DN 
== 35 m——+H—- Hcota — 
| Hcotf | 


Clave D 


12. 
x 
Clave B 
4. 
AÁ A20 LS 
H——2 d ——— d — o 
| 3d | a AAA 
d_1 | . | 
Del gráfico: cos20 = 77 =>3 = 20=60 A a h 
0 =30* [ e 
Clave E — 
Bs A 
zz 
Ml E: 
h 
h 
| H 
00 | 
pia le z=1/8c0t37” >z=24m 
y =2,4tan16” = y =0,7 m 
Del gráfico: h= (1,7343) 4/3. -h=0,7+18=25m 
h =3(1,73) Clave A 
Además: H =h + 1,73 CD Resolución de problemas 
H=3(1,73) + 1,73 5. 
H=4(1,73) = 6,92 
Clave A 
14. 
Ñ El menor ángulo que forman estas direcciones 
será: 
LN A a l a =50* + 90% + 10? 
A A -.0.= 150 
Clave D 


áfico: tano = 4 = 4 7 94? =p? 
Del gráfico: land =-=>3 =2d=h 
1 


6. 
e E 
pl ZN 
— 
tii de 
2 
Clave B 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 32) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


1. Pierre Simon Laplace (1749-1827): matemático 
francés que publicó un libro de 5 volúmenes 
titulado Mecánica celeste. 


El menor ángulo que forman estas direcciones será: 
0 = 50" +90? + 20% 0 =160* 
Clave E 


2. 
CD Razonamiento y demostración 


En el IMPHF por el teorema de Pitágoras: 
xé =30? + 40? = 2 = 2500 
-.x=50m 


8. 
N 
H=h . X= (H — h)cotó 


Clave B 


En el IMAPB por el teorema de Pitágoras: 
d? = 100? + (100/3)? 
d” = 40.000 
.d=200m 
Clave B 


En el IMABC por el teorema de Pitágoras: 
d? = 120? + 50* 


d =16 900 
-.d=130m 
Clave A 
10. 
N N 
OLA E 7 gine 
a. 0) 
a 's 
Ss a 140 m 
e UN 
o<+>E 
S 
- AB 
Del MABC: tana, = BC 
- 29 
tana. = 20 
tana = 2 
Clave C 


Nivel 2 (página 33) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 

11. 

12. 

CD Razonamiento y demostración 

13. 


ÉS 
00 
IS 


o 
Es 
E 
a 


Z 
[e] 
5] 

9 

S 


En el ÍMPHC notable de 37* y 53%: 
HP = 64 1 HC =48 m 
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En el ÍMPHF por el teorema de Pitágoras Del gráfico: 
d? = (PH)? + (HF)? =d?= 642 + (48 + 167 de = 30csc60* = 30(24% ) 
-.d=644/2 
E (2m => dg = 20 /3 
Clave D 
le d, = 30cot60” = s0(E) 
> d= 1043 
Piden: 


de — da= 2043 — 1043 
da — da= 1043 km 


18. 
Del gráfico: el ATBC es equilátero ¿ o 
= TB=BC=CT . d=30m F, 60" 
Clave E 200%... 40 
CD Resolución de problemas ES a qe 
15. Ss 
Luego: 


Del IMAHB notable de 45”: AH = 40 
Del IXCPF notable de 37? y 53*: PF = 30 


En el ÍXPHD por el teorema de Pitágoras: 
(4h — 4)? + 60? = (5h — 5)? 
(h- 1)? =400=h-1=20 


-.h=21m 
Clave D 
20. 
H 
20.-0 
. v 
4 45" 120 
N A E 
e S N 
90-=a_--- 12/24 +a oñE 
E Al e o 45" UP Y, 
A] E 84/2 PP 16Y2 O B 
S; 10042 ¡S 


En el DMAPB por el teorema de Pitágoras: 


AB =1004/2 


«sena = EP - HB 
Luego: sena, = AC — AB 


cP.-_20  --cp=12/2 


120 100/2 
En el ÍBAPC por el teorema de Pitágoras: AP = 
84/2 


Como: AP + PB =AB 
=84/2 +PB=100/2 
PB =164/2 

En el xCPB: 
cot(45* + a) = 


Luego: Del IMFHA notable de 30? y 60*: 
40 +d+30=90> d+70=90 FH=10/3 na HA=10 -.Cot(45* + a) = 
poo En el FP por el teorema de Pitágoras: Glaya.B 
Clave B 
ES e d? = (10,/3)? + (507? Nivel 3 (página 33) Unidad 2 
d? — 2800 CD Comunicación matemática 
.d=204/7 km e 
22. 
Clave C 
19. 
Del gráfico: 89 = 90” = 40 =45* 
Además: 
x=0 + 180” + 30 
x= 180" + 40 = 180% + 45% 
“.X=225" CD Razonamiento y demostración 
Clave C es 
17. Sea h la altura del faro. 
Del gráfico: 
- AHMAD 
colo = yy =p 
ii, 4_AD 
so _>=B q q ADAN Del gráfico: el APCF resulta isósceles 
ES ER => PC=FC=L 
coto = dp = Fp Además: PH = HF = Lsenos 


28 [ Intelectum 4.? 


Piden: d = 2Lsena 
Clave E 


24. 27. 29. 


Del gráfico: 
PD = dcos6 + dsend 
Además: 
FD = BP - CF = dcos6 — dsend 
Piden: 
a PD _ d(senó +cos0) Del gráfico: el AFB resulta notable de 30? y 60”. 
2 = FD 7 (coso — seno) =BF=5/3 km 
aña (e + cosO ) Luego: 
N cos — sen6 da =Va.t 
Clave E cl 
ñ da = (24)(1,25) = 30 
CD Resolución de problemas 
25. da = 30 km 
dy =Vg + t 
de = (244/3)(1,25) = 30/43 
da =304/3 km 
Entonces: 
A Por el teorema de Pitágoras: 
35 km d?=(35) + (35/3)? 
M Y Y d d? =4900 
Del IMADH notable de 45”: AD = HD = dsen0 ij -.d=70km 
Del IAFHB: cot0 = — E Seal Clave C 
Entonces: 
Xx q 
dsend +dcosg — lidad 28. 
X= dcot0(send + cosO) 
Clave C 
26. 
30. 


Por dato: AB = BC =2R 


Del gráfico: 
AB = atan6 + acotó 
= 2R = a(tan0 + cot0) (1) 


Por dato: el tiempo para irde PaAes /2 s y para AG =alano + alanos 


irdeAaF es 3 s, además la velocidad en todo el > AB + BC = atan0 + atano. 
trayecto es de 10 m/s. 2R + 2R =a(tan0 + tano.) 
> PA=v. tp=(10)(42) >PA=10/2 m 4R =a(tand + tano.) ..(11) 
> AF =v.. tap = (10)(3) => AF =30 m 
Del MPHA notable de 45%: PH=HA= 10 De (11) y (1) 
. _PH 4R _ altanó +tano.) 
DelxPHF: tan9 = q 2R — a(tanó + coto) 
> tanó e > tan O 1 7 — Lan0 + tana 
1 tan6 + cotó 
=> 0 = arctan q 
Luego la dirección del barco al final respecto al Entonces: 
punto de partida será: 2tan0 + 2cot0 = tan + tana 
NOE <> Narctan Te tana = tan0 + 2cot0 
Clave E Clave D 
TRIGONOMETRÍA - 


Por dato: a. = 90? — 0 
Del gráfico: AB=HD 
=> AB = HN + ND 


ay/2 cot0 = acotó + atand 
(/2 - 1) coto = tano 


NE Ms) = tan0 


Entonces: 
tanóo = /2 —1= tano = 4/2 -1 


Luego: 


DIN O 


Por el teorema de Pitágoras: 
m?=124+ (1/21) 
m?=1+ 4/2 -1 
m=/2=m=W2 
Piden: 


seco = E =m 


-.secd = 4/2 
Clave C 


Sea h: la altura a la que vuela el avión. 
Se plantea la equivalencia: 


NINE <> NyNE A OLNO <> OyNO 


Luego se deduce que: m4AFB = 90? 
En el ÍMBFA por el teorema de Pitágoras: 
(hcot8)? + (heota)? = a? 

h?(cot?0 + cota) = d? 


hy cot? 8 + coté a =d 


d 
/cot?8 + coto. 


Clave C 


SOLUCIONARIO UNIDAD 2 l 29 


LA RECTA EN EL PLANO CARTESIANO 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 35) Unidad 2 


1. 


(=3; 2) 
(4; -1) 
Pendiente => m= 2% 
X2=X 
Reemplazamos: 
- YY 
X2=X 
- (2-2 _-3 
"4-3 7 
-3 
e 
Clave B 
Hallamos la pendiente 
_ YY 6-2 _4_2 
Pazo” En 53 


Tomamos un punto de paso, en este caso P. 


La ecuación de la recta: 
y — Yo = M(X— Xp) 
y-2=% (24) 
3y -6=2x+8 

. T:2x-3y+14=0 


Clave D 
Para un punto (xy; yy) y: 
T:Ax+By+C=0 
py _ JAx +Byy +C| 
d(P; L)= === 
/A? + B? 
Reemplazamos para (3; 0) y T: 3x+2y+4=0 
ap: L)- 13(3) +2(0) +4] 
3? 422 
d(P; ale d(P; L)= 4/13 
413 
Clave A 


Del gráfico: 
= Ll 
tan0 = > 
Entonces, la pendiente (m): 
m = tan0 = a 


30 l Intelectum 4.2 


Empleando la ecuación ordinaria de la recta: 
y = mx+b 

Zd 
y= > x+b 


Evaluando el punto de paso (0; 1): 
1=h(0)+b=b=1 


Entonces: y = Lx +1 


0=x-2y+2 
... La ecuación de la recta será: x — 2y+2=0 
Clave B 


Si E es perpendicular P : se cumple: 
ML, =-1 «(1 
Como: 3x + y-8=0 
La pendiente de L es: 

-3 


cd m,=-3 


Reemplazamos en (1): 
. (=3). Po, =-1 


La ecuación de E en el punto M(1; —3) y 
pendiente 1/3 es: 
(y — Yo) = M(X — Xp) 
(y — (3) = m(x — 1) 
Sa 
y+3= 3 (x- 1) 
Ty: 3y+9=x-1 
LT x—-3y-10=0 


Clave E 9: 


Sea m: pendiente de la recta L. 
m =tan45" =1 
>=m=1 


Empleando la ecuación ordinaria de la recta: 
y =mx+b 
y=1x+b 


Evaluando el punto de paso (0; 4): 


4=1(0)+b=>b=4 


Entonces: 

y=x+4 

0O=x-y+4 

... La ecuación de la recta será: x— y +4=0 


Clave E 


Hallamos la pendiente de T4: 
m= HL => m=-3/4 


Como L; -h. L,, entonces se cumple: 
m;,.m,=- 1 


($)m=-1 => m,=4/3 


Luego, E tiene pendiente 4/3 y pasa por el punto 


(2, 3/2). 
Lo: y — yo = m(x — Xo) 
Tiy-7= 7 (M2) 
Toy -7=44-8 
T: 6y -9=8x- 16 
o. To: 8x-6y-7=0 


Clave B 


Hallamos el baricentro G(x; y): 

3; 3) + (- 3; — 4) + (3; -2 
ty = EX9tE30+ 8-2 
(-3-3+3;3-4-2) 

3 


Gx; y) = 
Gx; y) = (+1; 1) 
Como tiene pendiente m =2/3; entonces: 
L: y — Yo = M(X— Xp) 
Ty) = 5 (1) 
L:3y+3=2x+2 
. T:2x-3y-1=0 

Clave A 


El punto P(a; b) es el punto de intersección de: 
T 4x-3y+1=0 

Ty 5x—2y-4=0 

Resolviendo el sistema: 

dx-3y=-1], _ 8 

EN p=21y=3 


Entonces el punto de intersección es: 


Pla; b) =P(23)=>a=2Ab=3 
Piden: 

(3a — b)? = (3.2 — 3)? = (3)? =9 
-.(3a—b=9 


Clave C 


Del gráfico: AOD = [Xx DHC (A-L-A) 
Por el teorema de Pitágoras: AO = 5 


Entonces se tiene: 
A(0; 5) y C(17; 12) 


11. 


12. 


Calculamos la pendiente de L' con estos puntos: 


12-57 T 
mo 17 >"=77 


m 


Empleando la ecuación ordinaria de la recta: 
y ale 

y =mx+b=y= 7 +b 

El intercepto con el eje y es b; entonces: b = 5 


Luego: 


0=7x- 17y +85 
...La ecuación de la recta será: 7x — 17y +85=0 
Clave E 


L, 


Del gráfico: L; L Ly 


Entonces: my. m2=-— 1 


Empleando la ecuación ordinaria de la recta: 
y =mx+b=>y= (-5)o+> 
Evaluando el punto de paso (1; 3): 


Sc - 13 
3=-3(1)+b=b=3 


Entonces: 


E 
E 


0 =4x + 3y — 13 
. .Laecuación dela rectaL, será: 4x+3y—13=0. 
Clave B 


T3x-y+5=0=> y=3x+5>m,=3 


Por dato: L; // Ly 
Entonces: my = m, 
my UN 3 

Además, M(4; —3) es un punto que pertenece 

a Ls . 

Empleando la ecuación ordinaria de la recta: 

y =mx+b=>y=3x+b 

Evaluando el punto de paso (4; —3): 

3=3(4)+b=b=- 15 

Luego: 

y =3x- 15 

0 =3x -— y - 15 

... La ecuación de la recta será: 3x — y — 15=0. 
Clave E 


13. Calculamos la pendiente de Ly: 


_ YY a al E 


Mm; = —3/4 


Hallamos la tan6: 


Clave C 


14. Ly ax+2y-6+b=0 


>y=-24£2 


L>: (b-2)x-3y+a=0 


E) = (2) 
=> -3a=2b-4 (0) 


Además: N(2; — 3) e L; 


Entonces: 
a(2) + 2(-3)-6+b=0 
2a+b=12 


De (1) y (Il); a =20 1 b=-28 


0) 


Piden: a + b 
a+b=20 + (-28) =- 8 
-.a+b=-8 
Clave C 
PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 37) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 
1. 
2. 1 Si:L,1Lom-m,=-1 (F) 
In. sil, L¿>m,=m, (v) 
II. SL, Xx =m,=0 (v) 
IM Sil, 1 y=m,=0 (E) 


-. FVWF 


CD Razonamiento y demostración 


3.  Siunarecta tiene un ángulo de inclinación (a.), el 
valor de su pendiente (m) será: m = tana. 


Por dato: a. = 37? 


= m=tan37* = 3 
-m=3 
MS y 
Clave D 
Sabemos: 
Pendiente: m = 22% 
X2=X 
Donde: A(x+; yy) y B(x>; y2) son puntos de paso 
de la recta. 
Por dato: A(xy; yy) = A(-2; —3) 
Blxo; y2) = B(1; 1) 
(00-63) _1+3_4 
MI E 
“ma E 
--M=3 
Clave C 


Si una recta tiene un ángulo de inclinación (a.), el 
valor de su pendiente (m) será: m = tana. 


Por dato: a. = 1509 
m = tan150? = —tan30* 


0 (E 
.m=-Q 


Clave D 


Por dato, la recta L tiene un ángulo de inclinación 
(a) de 37” y pasa por el punto (Xp; Yo) = (1; 2). 


Luego: 
Pendiente: m 


tana. = tan37” = m + 


Piden la ecuación de la recta L. 
y — Yo = M(X — Xp) 
-2=3 
y-2= 0-1) 
4y -8=3x-3 
>3x-4y+5=0 
 L:3x-4y+5=0 
Clave A 


Por dato: 

T:3x+y+1=0 

La recta L tiene la forma general: 
L:Ax+By+C=0 


Donde la pendiente es: m = E 


Comparando: A=3AB=1 


Entonces: m = A =-3 


-.m=-3 
Clave E 


Si una recta tiene un ángulo de inclinación (a), el 
valor de su pendiente (m) será: m = tana. 


Por dato: a. = 143? 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 2 l 31 


= m = tan143” = tan(180* 
= m=- tan37* = (5) 


37”) Comparamos dando valores: 


4 
-m=-W3 
MS =4 
Clave C 
CD Resolución de problemas 
9. Tenemos un triángulo notable. 
Los interceptos son: 
(b; 0) = (-12; 0) 
(0; a) = (0; 16) 
“. a+b=-12+16=4 
Clave B A= - 
10. Sea el punto P(a; b), su radio vector es: Di 4 
¡=-L 
r= ya +b? A 
2 
5=a?+p? 142 
a? p? - 
25=a"+b sel) o mo Da JA 
Hallamos la pendiente de PA: oa 
Ma a 
e: tan0 = = 
1_b-4 (25) 10 
2 a-3 4A3 
a-3=2b-8 11 
a=2b-5 B==30 
Reemplazamos en |: . A=-B 
25 = (2b — 5)? + b? Clave D 
25 =4b? — 20b + 25 + b? du A 
25 —5b? — 20b +25 y eee o y demostración 
. mos: 
20b =50? de 
s bodia=3 A 
-. Pla; b) =(3; 4) Donde, P(x+; ya) y R(x»; y2) son puntos de paso 
Clave A de la recta. 
dci ] Por dato: P(X+; yy) = P(= 1; 2 
Nivel 2 (página 37) Unidad 2 AA ) 
CD Comunicación matemática Rd ya =R(S:1) 
1. 2) - (9-2) 21-21 
== EN 341 4 
eq 
-M= 4 
Clave D 
14. Por dato: la recta L tiene un ángulo de inclinación 
(a) de 135” y pasa por el punto (Xp; yo) = (1; 3). 
: , Luego: 
e) ¡id y: Pendiente: m = tana = tan135? 
y=3Xx-2 m=- tan45* = (1) => m=-1 


32 [ Intelectum 4.2 


15. 


16. 


17. 


Piden la ecuación de la recta L: 
Y — Yo = M(X — Xp) 
y - 3 =(1)x— 1) 
y-=3=-x+1 
=>x+y-4=0 
cLox+y-4=0 
Clave A 


Por dato: 
T:3x-2y+1=0 
La recta L tiene la forma general: 
T:Ax+By+C=0 

Donde la pendiente: m = A 


Comparando: A=3AB=- 2 


Entonces: m = -——= o 


Clave D 


Por dato: 

T:3x-2y+1=0 

Pasando a la forma ordinaria: y = mx + b 
3x-2y+1=0 


3x+1=2y 
AR 
> y= 7x+>7 
3 


Comparando: m = > 


Piden: la pendiente (my) de la recta L;. 


Luego, por ser rectas perpendiculares se cumple: 
m.m¡=-1 


> (5).m=-1 my =-5 
Clave C 


C(-7; -1) 


Sea: la recta L de pendiente (m). 
Por dato: L //AB= T // Lz 


Luego: 
Pendiente: mz = 7 e — 
> m3 => 5 


Piden: la pendiente de la recta L. 


Como las rectas L y Lz son paralelas se cumple: 


m=m,=-L 


Epi 
-.M= A 
Clave B 


18. 


Tomamos las rectas como ecuaciones y 
resolvemos: 

6x — 5y+27=0 (1) 

8x+7y- 5=0 (11) 

7(1) + 5(11): 


42x — 35y + 189 =0 
40x+35y- 25=0 


Ordenamos ascendentemente: 


Como DB y AC son perpendiculares, entonces: 


Mba - Mag =-1 4/2 <4<3/2<5 
ml) ==1 de de<do <a 
Mp ==1 - 


Clave D 
Y1 — Yo = (Xy — Xo)Mgp 


R iento y demostración 
Y1 = Yo = (Xy — Xo)(1) CDRazonamiento y 


82x +164 a A , Ya +X4=Yo +Xo 23. Por dato, la recta L pasa por los puntos: 
sia e A(xy: Yi) =A(1; 2) 
En (1): ei B(xo; Ya) = B(3; 1) 
6(-2) - 5y +27 =0 > Y=-(1+x) 2: Y2) = BS; 
y=3 En el to MD: Luego: 
.. El punto de intersección es (-2; 3). Ive! segmento MIL: co Ya Y 12 
3 5 5 Pendiente: m= == = 31 
Clave A (4/23+= (xy +1)? + (y, 0) a = 
CD Resolución de problemas (2/6)?=(x, + 1)? + (yy)? == 
19. 24 = (1 +1) (A 1 +4)" Piden: la ecuación de la recta L. 
12 =(x, + 1? y — Yo = M(X— Xp) 
=x=-1-2/3 1 x=2/3 -1 Tomando como punto de paso (Xp; yo) al punto 
y = 243 yo =-2/3 A(1; 2), tenemos: 
c B(2/3 1, -243) AD(=1- 243; 243) y-2=(-$)0=1) 
Clave B e 
De la figura tenemos: . o ] =>x+2y-5=0 
> OP? =(3k)? + (3 + 4K)? Nivel 3 (página 38) Unidad 2 L:x+2y-5=0 
CD Comunicación matemática 
2 2 2 Clave A 
OP” =9k” + 9 + 24k + 16k 21. 
OP? = 25k? + 24k + 9 Il. L4:3x— e 2=0 24. Sea la recta L de pendiente (m). 
=> 00? =(4k)? + (4 + 3k? m= n= =3 Por dato, la recta L pasa por el punto 
00? =16k? + 16 + 24k + 9k? To: 4x- el +3=0 A yo) = ES A y es Jos la recta L+. 
- emás: Ly: 3x+y=1= 
00? = 25? + 24k + 16 m= -(7)=2 1 y 
A > Luego, la recta L, tiene la forma general: 
R=0P?- 00 -. M>mM (V) T¡:Ax+By+C=0 
2 2 
R = 25k + 24k + 9 —(25k + 24k + 16) IL Donde la pendiente: mM; NN _A 
B 
R=9- 16 
Comparando: A=3AB=1 
"R=-= 3 
=>M¡=-=37 = -3 
Clave C 1 
Como las rectas L y L, son paralelas se cumple: 
20. AD=AC m=m,=-3=m=-3 
a V) Piden la ecuación de la recta L. 
y — Yo = M(X — Xp) 
III. Si: 90? <0 < 180? y - 3 =(-3)íx — (-2)) 
(3; 2) => tan0=m<0 (F) y-3 =(-3)x+2) 
Clave C y-3 =-3x-6 
Si ABCD es un rombo: 22. ed 
>AD=AC=AB =BC=CD > ] “. L:i3x+y+3=0 
ac= 3-1 + (2-2? a AE) Clave D 
d,=/42+3? > d,=5 
AC=44/2 ds 
=> / 2 2 ñ , 
Hallamos la pendiente de AC y su punto medio M. b) dy= Y(-30)%+ (14) 0) M(x y) 
Ipi=3 29 (2) de = /(-3)?+(-3)? dy =342 did 
My E) 
Ma =(=1:0) (0 o d=4(1-2%+ (8-2 
> y FEU) 
di d.= fent > de.= 4/2 NN 
Mac = E ' == 
Xa=Xc d) d.=/2- 2) sa 17 Por Econ medio . BC. 
tc di dy=(0)?+ (47 > d¿=4 A 
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>y= A ya 


-.M(x y) = M(41; 4) 


Clave B 


26. Sea la recta L de pendiente (m). 


Por dato, la pendiente de la recta L es 2/5 y pasa 
por el punto P(Xp; Yo) = P(-3; 1). 


=m= É Alo; Yo) =(=3; 1) 


Piden, la ecuación de la recta L. 
y — Yo = M(X— Xp) 
y-1= 0 (3) 
By — 5 =2(x + 3) 
By -5=2x+6 
=>2x-5y+11=0 
T:2x—5y+11=0 
Clave E 


27. Sea la recta L de pendiente (m). 


Por dato; la recta L pasa por el punto 
(Xo; Yo) = (1; — 2) y es perpendicular a la recta L;. 
Además: Ly: 2x —3y+1=0 

Luego, la recta L, tiene la forma general: 
T¡¡Ax+By+C=0 
Donde la pendiente: m, = E 
Comparando: A=21B=-3 


A 
> Mm; e EN 3 
Como las rectas L y L, son perpendiculares se 
cumple 
m.m=-1= m(5)> -1 
=m= > 


Piden: la ecuación de la recta L. 
y — Yo = M(X — Xp) 


-(-2)=(-5)u-1) 


2y+4=-3x+3 
=>3x+2y+1=0 
T:3x+2y+1=0 
Clave B 


34 | Intelectum 4.2 


28. Por dato, la recta L pasa por los puntos: 


A(x y1) =A(H1; 2) 
Blxo; Y2) = B(5; —1) 
Luego: 
is: y-Y _ (E1)-2 
Pendiente: m = == = === 
Xx-=Xx  5-(-1) 
-1-2 3 1 
dije did 


Piden la ecuación de la recta L. 


y — Yo = M(X — Xp) 
Tomando como punto de paso (xp; yo) al punto 
A(-1; 2), tenemos: 


Clave A 


sa Resolución de problemas 
L)o:x-3y+7=0 


P(x; y) 


L¡:3x+2y-1=0 


Ty(8x +2y —1=0) 
T; (x— 3y +7 = ne 
9x+6y- 3=0 + 
2x-6y+14=0 


AM 
x=-1 
y=2 


+ Plx; y) = P(21; 2) 


Q(x y) 


Ly: 2x+y-8=0 


Ly: :(4x—5y-2=0)X1 
T,:(2x+y-8=0)x5 
4x-5y-2=0 + 


10x + 5y-40=0 


30. 


. Q(x y) = Q(3; 2) 
dip. a) = V (Xp —X0)" + (Yp — Ya)” 
dip:a) = V(=1-3)?+ (2-2)? 
= 1/4 +0? =4 
Mio 


Clave A 


D(6; 1) 


Del gráfico: N es el punto medio de AD. 


N = (21; 3) 


Trazamos los diagonales AC y BD que se 
cortan en su punto medio. 


Entre A y C: 
_(-8+4.5+9 
EU 
P=(-2;7) 


Entre B y D: 


(B,; By) = (-10; 13) 


Hallamos la ecuación de la recta: 


— 10x — 10 =9y — 27 
10x + 9y - 17 =0 
Clave C 


APLICAMOS LO APRENDIDO 5. 


(página 40) Unidad 2 
1. cot0=x/ly=-—7/1 A sen0 =y/r<0 >» y<0 
y=-1Ax=7 = r1=450 
Reemplazamos en M: 
M= /50c0s0 +7tano = /50(2) + 7/2) 
r Xx 
7 1 
M= /50/ =)+7|= 
Al) (7) 
M=7-1=6 


Clave B 


M= (-4,2) + (2-4) _ (-4+2;2-4) 
A 


-E2-9_,4 
M= 352 = (24; 4) 


Hallamos el valor de: 


B =tan0 — coto = Y -X==1_ 1 


x y -1 -1 
B=1-1=0 


ClaveD $: 


Calculamos el radio vector: 
P=i+y 
P=(-1+ (2? =5 
r=4/5 


Piden: 
B= /5 sena — tana = 15(2) (2) 


X 


OS 


..B=4 
Clave E 


4. Sean los ángulos a y B, a > B. 
a 11 a =11k 
po =k= 

3 = 

B B 3k 

a —P =360%n, n € Z — (0) 

11k — 3k = 360%n 

8k = 360%n 

k=dii a 

B = 135% 
450" < 495%n < 500* 
0,9<n<1,01 
a =495" 
> 
B =135* 


Clave A 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS DE 
CUALQUIER MAGNITUD 


8. 
195” € IIIC = sent95”  (-) 2 -4 2a = (-4)(6) 
MP 
230” € INC = cos2302  (-) 6 a a=-12 
715 € IC = tan75* (+) dlated 
140% € IC = sent40 (+) 9. 
280 € IVC = cos280 (+) 
160 e IC = tant60?  (-) 
200% e INIC = cos200?  (-) 
340” € IVC = cos340 (+) 
145” € IIC => sent45 (+) 
00 (0; — 4) + (4,0) 
P= = Be il A 
(+) (+) M a (2; 2) 
Q= (+) (+) 8 be 2k(M) + k(P) _ 2k(2; — 2) + k(P) 
(-) 2k +k 3k 
R=(() - (4 = E ._ 
(==>) 0092 0 pa 
+. Los signos serán: (+):(—):(—) Hallamos el valor de k: 
Clave C les tana coto Ls 
x y -4 4 
k = (21) + (+1) =- 2 
Clave B 
10. 
(a+ 1)cos 31 +(1 — a)sen ZE 
o (a+ 1)sen E - (1 -a)cos7r 
AU Sn 
2.2 
Piden: 
E = tana. — cotó Entonces: 
E= (3) (2) = 1 — A - cos3n = cosr =-—1 
seníI - sen ST. =-1 
E--3 2 2 
72 A 
Clave D id 
cos7r =Cosm =-—1 
y - sent10*cos215" _ (5H (+) Reemplazando en la expresión tenemos: 
Ñ tan 268” 0 6 mo L+DED+(1-E1) 
H = (+) (a+1)01)-(1-a)-1) 
A=sec295” . csc152” . cot302” M==a-t-f+a_-2__y 
1+1- 2 
A= AO == (2) o 
A=(-) dia 
tan 196*(1 — sen250”) Clave B 
SS —— 11. 
cos“ 100 
P= (5.01) L>3x-y+7=0 
= A 
(5) 
GAGO) 
P= =-=(+ Li 2x+y-2=0 
0 
P = (+) 
Por lo tanto, los signos serán: (+); (—); (+) El punto P(a; b) es donde se intersecan ambas 
Clave B rectas. 
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== 


12. 


13. 


14. 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 42) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


Resolviendo el sistema: 


3ax-y=-=71,__ Ml 
E = 1ry=4 


Entonces: P(a; b) =P(- 1; 4) 
Piden: tang =Y =P 4 -_4 
x a 


-1 3080? 1830? 
.tanB =- 26607 2586" 
3270* 150? 
ds 786" 2360" 
4110 1580" 
E- a? +b*c0s?7x 2. 
a'sent E + absenáL — 1200 l.. 0 €lC,!IIC, MIC o IVC 
da , II. feElllCo IVC 
A II. a elColIC 
a (1 +ab(-1)-b*(-1) IV. y ellIC o IVC 
E De V. y eliColIIC 
al —ab+b? 
y : CD Razonamiento y demostración 
LO A 3. 
a“—-ab+b 
.E=a+b 
Clave A 


Por dato: cosa. = + Ma ElIC 


Luego, por radio vector: 
4=(3+aoa=7 


=a=4/7 Va=-47 
Del gráfico: a>0=a= 4/7 
e + y =P Piden: 
(ay += A P = 3tan”a, — 2seca. 
3/2 =r 


sen(—a.) = sena 
cos(—a) = cosa. 


Clave C 


M=- sena. + coso = 2 +A 7 4 
di US 
23,32 -3 -3 
3/2 3/2 42 P=a(5)+7=5 
M=-4/2 aL 
Clave C Apo 
4. 
Del gráfico: 
DONA = DMAHB =>AH=7 BH =3 mo E 2. M0) 
Luego, las coordenadas del punto B serán: x (=a-1) (1) 
B(x; y) = B(4; -10) -2=(a- la -1) 
Piden: 2=(a-1a+1)=>2=2?-1 
tano =Y-—10-_5 2 
x 4 2 a=3=a=4/3 va=-43 
..tan0 = 2 Del gráfico: —1>0=a> 1 
Clave C >a= 4/3 


36 l Intelectum 4.2 


1. Aplicamos la relación a =b + 360(n); ne Z— (0) 


: (a-1) 
Entonces: tan0 = 
(1) 
> tan0 =1-a=1- (4/3) 
«tano =1- 4/3 


Clave B 


Piden: 


- sen150”.cos210”, tan 330" 
cos 60”. cot(—315”) 


Luego: 


(-av3; a) 


(-bv/3; -b) 
sen150* = 1 =2-= 


r 2 


cos2100 = X= =b43 - 43 
2 
(n; n) 


O E 1 
tan330% = == ——==-== 
an 5 75 


cot(-315*) = , = e =1 


Reemplazando en K, tenemos: 


CcOEIEA 


Clave C 


Por dato: Q(x; y) = Q(8; 15) pertenece al lado 
final de un ángulo canónico P. 


Por radio vector: 

e y 

> 1=8? +15 > 1 =289 
>r=17 


Piden: 
R =0scf — cof = (5) E) 


Clave C 


7. Sabemos: CD Resolución de problemas Entonces: 180? < a < 270? 


150% e IIC— =sent50* es (+) 11. Luego: 
90 < 2 <135 > 2 ec 


230” e IIIC.  =cos230* es (-) 2 2 

315” e IVC =tan315" es (-) =S Ma es (+) 

130” e IIC” =secí130” es (-) 

242" EINIC =cot242* es (+) 120<=2 — < 180” = — ec 
300 e IVC =csc300” es (-) y ns es (-) 


id da Hallamos las coordenadas de baricentro. 1082 < 30. - 1692 , 39 110 
— sen150”.cos230”. tan315” Gx y) = MAN+D > 5 
sec130”. cot 242”. csc300” 3 j a E 
M=(+) 6 y = (HUA 0210) 5 


Piden, señalar el signo de: 


Clave A G(x; y) = (1; 2) 
Q= (sen — cos 20 Jan da 


8. Calculamos la cota: 2 3 5 
cota = 4 >= cota =-1/2 Q=((+)- (JH) 
j cae A MO=E) 
.Q=(-) 
12. Clave B 
16. Sabemos: 


(1169; 140”; 160?) e I1C, entonces: 
tan116*: (—); sen140*: (+); cos140”: (—); 
tan160*: (-) 

(217*; 248”; 260”) e IC, entonces: 


Ubicamos un punto A tal que: OP = OA 


Luego, los triángulos rectángulos sombreados 
resultan congruentes (A—L-A), entonces: 


A(=3; -2) 008217: (-); cos248*: (-); tan260*: (+) 
Piden: 
ER Pix y) = MY +NGI (300%; 348) € IVC, entonces: 
ii a E ES tan300*: (—); sen348*: (—) 
. 2 an (4; 0)k + (0;4)2k 
rai = y Ae 3k Piden, señalar los signos de: 
Clave B (- 4; 0) + (0; 8) 4.8 _ sent40” — cos 140” 
PO y) = 32 = = ($ 3) Me an300 tan 260" 
9. Por dato: Des ) 53 
tana. =-3 A sena. > 0 Calculamos tanf: M= En e 7) 
= tana <0 A sena > 0 8 
Entonces: a € IC tanf = Ma =M=(-) 
y x 4 R= tan 160”. cos217* —tan 116? 
(+1; 3) 3 cos 248” + sen348* 
Clave E === (= + 
O re 
Nivel 2 (página 43) Unidad 2 es 
CD Comunicación matemática ús 
Por radio vector: r= /10 13. 17. Por dato: tanf$ = —£ ; (PB EIC) 
Piden: 14. y 
P = 2cosa + seno, E 
x y Ll. cos780” . sec430” <0 NAO 
PA) + (í) (+) (+) <0 (5 
1 3 1 
p=2Í ( === Il. cot1134? . csc1630* >0 X 
1 10 
a) 10) y (3) >0 (F) | O 
¿PE Il... 25en450? + 25ec1260* =0 llene qc rado 
Clave A 21) +2(-1)=0 (v) PASE 
r= 4/13 
10 IV. 3cos2880” + 4sec2700” < 0 y E 
_ _sen270* + cos90* —tan0* 3(1) +4 (-1)<0 (v) Piden: H =senf + cosf = (2 E )+ (E) 
cos450* + cot270* + sec 180 Clave B 1 En a ($) AY 
pa EURMAIDÍ. y NA) An 
(0)+(0)+(-1) CD Razonamiento y demostración 
SE =1 15. Por dato: a. € INIC, además es positivo y menor HS 48 
Clave B que una vuelta. Clave B 
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18. Por dato: a. € IVC 
Entonces; sena: (—); cosa: (+); tana: (—) 


Luego por radio vector: 
5 =b?+(-3))= b?=16 


Además: eb AWh=si 
Del gráfico: b<0=b=-4 
Piden: 
K = send + cos0 = (2) + (2) 
r r 
Donde:x=b=-—4y=-3;r=5 
cosa = X= 4 Aba 06 
eS ml) 
Donde: ayre ¡r* 
Del triángulo rectángulo: r > a= 1 > E sb 
=> 1 > cosa 5 


> (1 — cosa) > 0; es decir es: (+) 


Piden, determinar el signo de: 21. Por dato: O es un ángulo cuadrantal. 


_ tanar(t — coso.) Además: O € (250%; 320?» 


Clave B 


sena — cosa. . í 
+) E Luego, los ángulos cuadrantales positivos son: 
= + 5 
E= == — =(+ 90%; 180%; 270%; 360";... 
Sa 
Observamos que 270% es el único ángulo 
“.E=(+) cuadrantal que pertenece al intervalo. 
Clave A (2509; 320?) 
=0 =270" 
19. Por dato: cosd /—fan0 >0 : 
Sabemos que la raíz cuadrada de un número Piden: , : 
diferente de cero es siempre positiva. cot% 40052  ca21L y g05 270 
[tano >0 pp 39 6_ 3 6 
is cscO esc 270" 
Además, el radicando debe ser un número real (0)+(2) 
y positivo. — cot90” +cos45” _ 2 
= —tan0 > 0 >tan0 <0 csc270 (20 
9 ElIC VO ElNVC (A 


Entonces: cosO /—fand > 0 
is 
+ (+ 


CDResolución de problemas 


=c080 > 0 20 € IC VO ENVC ...(B) 23 
De (A) y (B) deducimos que: O EIVC 
Clave D 
20. Por dato: 
sen0 + 1 - 3(571) = — 571 
Me AA 
seno +1-3(7)=-5 s=6=Ph >b.h=12 
seno +1=4-L Xx. y] =12 
Dile 1-3. m| =12 
sen +1= E sd 
Y 
RE a+ y) == a) + (a) 
Además: ES 
1 A A 
P =tan0 . send = >= =3 


38 l Intelectum 4.2 


Clave E 


Clave D 


23. 


El punto A es: A = (-3k; —5k) 


:.0ot0 == =é 
Clave C 
Nivel 3 (página 43) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 
24. 
l. sen127”.cos135” > 0 
HE > 0 (F) 
Il. sec0”+1=0 
1+1=0 (F) 
III. tan1880* . cot2050* > 0 
(+)(+) > 0 Y) 
IV. sen760” .cos870” <0 
(+) <0 (V) 
.. 1 y lEson incorrectas. 
Clave E 


25. Tenemos un punto (x; y) y radio vector r 
pertenecientes al lado final del ángulo 6: 


M = (sec*9 — 1)(csc%9 — 1) 


MES) 


... No es necesario ningún dato. 
Clave E 


CDRazonamiento y demostración 


26. 169sen% — 25 =0; 0 E IIIC = send < 0 
y: 


(x; -5) 
2 25 5 
sen“0 169 > send 13 
Empleando radio vector: x = —12 
Piden: 


E = 12tan0 + 13c0s0 


E 12(2)+19(£) 
Es 125) +18) 
Es] 

Clave E 


27. La medida de un ángulo cuadrantal es de la 


forma: 90%n, donde n € Z. 
Por dato: 
1000* < 90%n < 1500* 

11,11<n<16,6 
=n=(12; 13; 14; 15; 16) 
Por cada valor de n hay un ángulo cuadrantal. 
... Hay 5 ángulos cuadrantales. 

Clave C 


28. Sabemos que la raíz cuadrada de un número 


diferente del cero es siempre positiva. 
=> y/cot9 >0 


Además, el radicando debe ser un número real 
y positivo. 


=> coto >0>0 € lC VO e llIC LA) 


Entonces: /cot 8 sen0 < 0 
4H E 
= sen0 <0=0 EINIC VO ElNVC ..(B) 


De (A) y (B) deducimos que: € e I1IC 


Piden, hallar el signo de la expresión: 
R = 450 8 +C0s O 
tan 0 
Como 6 € IC, entonces: 
cscO: (—); cost: (—); tano: (+) 


29. Piden: 


Luego: 
da ic O o DOE E 
NC 
“R=(7 
Clave A 
_ sen(—x) cos(—X) sec(—X) 
— sen(m+X) cos(2m=X) Ssec(2m+x) 


Luego, tomamos como referencia un ángulo 
positivo x € IC. 


sen(- x)= += 


sen(n + x)= 1-23- a 


= sen(—x) = sen(1 + x) 


Análogamente del gráfico se obtiene: 
cos(— x) = cos(2r: — x) A sec(— x) = sec(2x: + x) 


Reemplazando en M, tenemos: 


_sen(-x) cos(-x)  sec(—x) 
 sen(—x)  cos(-x)  sec(-x) 
=>M=1+1+1=3 
-.M=3 


¡-(+rby-(a-bY_ ab 
-a a 


.L=-4b 
Clave E 


Clave E | CDResolución de problemas 


30. Por dato, el lado final de un ángulo canónico O 


31. 


32. 


pasa por los puntos: 
A(x+; y1) =A(m +n; n) 
B(xo; ya) = B(n; m — n) 


Sabemos: tan0 = — -Y 


> 
m=+n n 
> m?=2n? 


Piden: 
2 2 
K=coté0 + tano = (5) + (2) 
Y 
_(m+n? ¡/m-—nyY 
K=( n Pel n ) 


_(menP+(m-nY _ 2(m?+n?) 


n? n? 


_ 2(207+n%) _ 6n? 


mé n? 


..K=6 


K 


K 


Clave C 


Empleando la propiedad del radio vector: 
r=25Ar=5 


Piden: 
K = 5cosa. — cosp = s(H=) ($) 
r t, 


4 
ANA A 
k=5(-35)-(-5) $ +5 


Clave C 


(a+bysen* E +(a=by'cos*r 
_ EA 
asen=> +bcos > 


CADA CDA A 
Ñ a(-1)+b(0Y 


El punto Q =(-4/3;-1) 
T =cota + cscón 
EA 
T=(437 +2) 
tejsd=7 

Clave C 


34. 


3+a=4 
a=1 


Del gráfico: 


Clave B 
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PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 47) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 

1. 

2. 

CD Razonamiento y demostración 


3. Piden: tan2933" 
tan2933* = tan(8 x 360? + 539) 


tan2933* = tan53* 


_ tan(-60%) 
a cos(—45”) 

_ (Etan60*) __ tan60* 
(cos 45”) cos45* 

- (8) 248 42-246 
DAA 

2 
.L=-4/6 


5. Piden: cos1741x 
cos17411 = cos(870 x 21. + 1) 
cos17411 = cost 
.cos17411 =-—1 


6. Piden: tan5520? 
tan5520* = tan(15 x 360? + 120?) 
tan5520* = tan120? 
tan5520* = tan(90? + 30%) 
tan5520" = —cot30* = —(4/3) 
.tan5520? = —4/3 


7. Piden: tan — 


de =tan(2x2n +37) 


tan 3 


177 — tapó 
tan 3 = tan 3 


tan — = tan (27 a a) 


Í7T —_tanTE — tan60? 
tan q tan = —tan60 


tan =-(/3) 


¿tan l2E =-/3 


8. C= (sen330* + cos240").tan210% 
Luego: 


+  sen330” = sen(360” — 30") 


sen330” = —sen30” = (5) 


sen330* = e 


40 | Intelectum 4.? 


] o_4 
... tan2933* = 3 


Clave C 


Clave D 


Clave B 


Clave B 


Clave D 


10. 


REDUCCIÓN AL PRIMER CUADRANTE 


+ cos240” =cos(180* + 60%) 

cos240? = —cos60* = (5) 
pul 

cos240* = 2 


+ tan210” = tan(270* — 60%) 
tan210* = cot60” = (E, 
tan210* = E 


Reemplazando en la expresión C: 


(an 


=  sec240” = sec(180* + 60%) 
sec240” = —sec60” = —(2) 
sec240” = -2 

Reemplazando en la expresión U: 


0 (2) -a-4) o? 


U= (59) = (50 


-..U=18 
Clave B 


Nivel 2 (página 47) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


11. 
CD Razonamiento y demostración 
sil sen(—X) + Cos(—X) 
13. A = 2 
k — Sent20”.cos 240”. tan300* ia 
E 225" 
Md _ (=senx)+(cosx) 
Luego: — S8MX—COSX 
+  sen120” = sen(90? + 30?) 
_ —Senx + COSX =-( SenXx — COS X ) 
sen120? = cos30* = (E, Senx — COsX Senx — COSsX 
“.A=-1 
sen120” = EE Clave B 
+ cos240” = cos(180* + 609) 14. 
1 sen( +x).tan(%-+x).50n(SE—x) 
cos240* = —cos60” = =(5) ce o 1 + 42 “) 
E cot(T —x).00s(5-+x) 
cos240* = =7 
C= (—senx)(—cotx)(—cosx) 
+ — tan300” = tan(360* — 60) (=cotx)(—senx) 
tan300” = —tan60* = —(/3) — [E5enx).cotx.COSsX __ oo, 
tang00* = —/3 cot x.senx 
. O = —COSX 
+  sec225” = sec(270* — 45") Clave D 
sec225" = —csca45” = (4/2) 15. 
sec225" = —/2 sen(x— 1). tan(x- $) 
ÓN Ñ 3T 
isa en la expresión K: a sen( seal 23 (5 x)) 
CEN O A (37 _ 
CEA, (E) cos (5-1) 
(=/2) 4242 T 
(=sen(t — x))( —tan(->= x 
; k = -342 e o : 
SS 8 2 
Clave D T 
U = (cos?135" — 3tan127*).sec?240" _ sen(m—x).tan(5—x) 
_ 3T 
Luego: cos [$ - x) 
=  cos135* =cos(180" — 45" 
cos135” = cos(18 ) he SA _ dolina 
cos135” = —cos45” = (2) Clave B 
cos135” = E 16. 
_ sen(180* — q). tan(360* — 6) 
=  tan127” = tan(180* — 53?) —cos(270” + p).cot(90* + () 
o_ o_ 4 = 
tant27* = —tans3" = —(<,) E (Sm9)CINÓ) y y 
O (seno) tan $) 
tan127” = =3 Clave A 


tan(t — x).cot(21 — x). sec(3m — Xx) 


MS secx.tan(x— TC). cot(x— 210) 


_ (—tanx)(—cotx).sec(27T + TT —X) 
— secx.tan(—(m —x)).cot(—(27t — x)) 


_ tan x. cotx. sec(m — Xx) 
— secx[-tan(r —x) ][=cot(27t — x)] 


E tan x. cotx.(— secx) 
— secx.tan(t —x).cot(21T —X) 


— _ —tanx.cotx. secx 
secx.(—tanx).(— cotx) 


“.L=-1 
Clave A 
18. Piden: 25 27 211 
ES ST TT 311 
P = tan? 7 XL + tan 42 + tan 77 + tan 7 
Sabemos: 
a + $ = 180? = n rad > tana = —tanp 
Luego: 
. Mry_ 12 
(75)* E )> q” 
E — tap 
> tanz; = —tan 7 
. (Sy, (11)-12n 
(+ (E) La" 
ST __ mt 
> tanq7 = tan=> 
Reemplazando en la expresión P: 
tr TY 
P= je tan 5 12 1) +(- tanz7) 
377 311 
+tan 2 + tan 7 
34m 371 377 311 
P=-tan EN — tan 7 + tan 47 +tan? VE 
P=0 
Clave C 
19. Por dato: x e y son ángulos complementarios. 


Entonces: x + y = 90? 
2x + 2y = 180" 
Piden: 


_ sen(2x +3y).cos(x+2y) 
— sen(y +2x).cos(2y + 3x) 


_ sen(2x + 2y + y).cos(x+ y + y) 
— Sen(X+y+xX).cos(2x +2y +X) 


_ sen(180* + y).cos(90* + y) 
— sen(90* + x).cos(180” + x) 


_ (=seny)l-seny) _ sen?y 

— (COSX)(—COSX) — —cos?x 
m=-( seny y - era a] 

A 'cOSX COSX 

__(C6O0SX Y? _ 412 -M=- 

= ee =-(1) M=-1 


Clave A 


20. 


25. 


Del gráfico: O + a. = 360% 
En el ÍMDEC notable de 37* y 53%: 
DB=4k A BC = 3k 


En el IDMABC: tana: = 
7k 
3 


> tana = 7 


Piden: 
tan0 = tan(360* — a.) 
3 


tanó = —tana. = (5) 


. -_3 
.. fan0 = 7 


Clave D 


Nivel 3 (página 48) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


21. 
22. 


CDRazonamiento y demostración 


23. 


24. 


Por dato: sen40* = n 
Piden: 
— sen140”. cos 130* 
sec410* 
sec(360* + 50?) 
_ (sen40”)(—sen40”) 
Ñ (sec 50”) 
de sen? 40? 


_ semPAoo 
sec(90* — 40”) csc40” 


K= 


ls sent40% _ —send4oo 
1 
(ar ) 
SS 03 3 
> K = -—(sen40*)” = —(n) 
¿K=-pP 
Clave E 


Por dato: A, B y C son los ángulos internos de 
un triángulo. 


>A+B+C=180* 


Piden: 

Kk= sec(A+2B+C) 
cs 5(A +38+C)] 

E sec(A+B+C+B) 27. 
oso] 5(A+B+C+2B) 

K= sec(180* +B) (-secB) 


cs0| 5180" + 28) - csc(90”+B) 


__ secB iz 
K= a) K 1 


Clave D 


TRIGONOMETRÍA - 


Por dato: seca. = —2 


cosa ==5 

Piden: 

Ae 1 +sen(a. L5).0os(a: — 3m) 
1 cos (E — 0.).cot(2n 01) 

Luego: 

> senfo- 12) =00(-(2- a) 
seno LE) =-sen(21 + 2% - a) 
sen(o EZ e sen Se 0.) = -(-005a) 
sen( a e =) = Coso. 

*  cos(a — 3n) = cos(—(3n — a.) 
cos(a. — 31) = cos(3n — ar) 


)= 
)= 
cos(a. — 31) = cos(2r1 + 1 — 01) 
)= 
)= 


cos(o. — 31) = cos(r — a.) = cosa 
cos(o. — 31) = coso. 
Reemplazando en la expresión A: 
_ 1+(cos 0.)(—cos 0.) 
— 1-(=sena) (coto) 
__ Acosta _  1t-co%g 
1 — sena cot ol 4 sena (LL) 
seno, 
Pr -cost a.  (1—cosoL)(1+c0s 0.) 
== COSO 1 cos 0 
e pr Ele A Mi 
A= 140050 =1 + ( >) A=> 
Clave A 


. L=cos10* + cos20* + cos30* +... +cos180 


Sabemos: 

Sia + fB = 180? = cosa. = —cosf 
= Cosa. + cosfh =0 

Luego: 


L=cos10* + cos20* + ... +cos160* + cos170* + cos180” 


y at > 


Notamos que las parejas de los cosenos 
señalados van a sumar cero (ya que los ángulos 
suman 180%), quedando solo el término medio 
que es cos90*. 


= L =c0s90* + cos180* = (0) + (-1) = -1 
“.L=-1 


Clave D 
Del gráfico: 
cot(90* + $) = X = — 
Y cot(90” +) =-3 
=> (-tanf) = — 
.tanfp =3 
Clave B 


SOLUCIONARIO UNIDAD 2 [ 41 


28. MARATÓN MATEMÁTICA (página 50) 


1. Enel plano: 
“0” es el rumbo: 
N 
fan2y2 
0090 LUFAE 
B 13 A ax 
En el ÍMBCA por el teorema de Pitágoras: e (a -1) 
AC=12 cosg = |=— 
Del gráfico: O + a. = 180? ÁS da 
Piden: ; 
tanO + secd =tan(180* — a) + sec(180 — a) ia 
tan0 + secO = (—tana.) + (secar) 
tand + secó = (tana. + seca) Clave A 
5013 18 2. Del gráfico tenemos: 
tan0 + secd = (4 +12)" 12 
... tan0 + secO = 2 


Clave D 


Del gráfico: O + a = 180% 
En el IMABC notable de 45”: 


2k AB=BC=2k 
2k Clave D 
EnelMBC: tana = 2 [3 si seno<0ncos0>0 => 0ENC 
> tana =2 Luego tenemos: 
Piden: tan0 = —3/4 
tan0 = tan(180* — aL) cotO = 4/3 
tan0 = —tana =-(2)  ...tan0 =-2 k =tan0 + cotó 
3,4 ; -25 
Clave D St “Kk= 470 
30. Clave B 
y 4. 180 <0 <270* 
P = cos(0/4) x tan(0/2) x sen(20) 
IC IC IC ó IIC 
=H Es P=2 
SS Q = sen(0/4) x cot(0) x cos(0/3) 
(4; 1) IC I11IC IC 
Q= (+) (+) (4) = Q=(+) 
Del gráfico: , ¿5 
e ed] Clave C 
5. Si0 ElNC = cosO <0 
tan(90? — a) =4 > cota = 4 
4 1 < <0 
tana, = 7 aa 
Pp 
. o Y_-1 1>—>0 p<q=a 
tan(180* + fB) = A q-a a<q=p 
tan(180* +p)= L >tanp= 1 y SB a 
A 4 Clave B 
: o a 
Ad o 6. L+8=Mx 
tan(270* + 0) LAA coto = 1 3 
2 2 ÓN 3 
1 
cotO = q? tanó =2 x=2Ay=9 > (2; 9) punto de intersección 
lg Luego tenemos: 
P = (tana. + tang + tano)? 9 : 
A -.tan0 =-2/9 
P=(5+7+2) =(2) 
.-p=-2 
ld 7 
Clave A Clave C 


42 [ Intelectum 4.2 


7. 


-.H = h(tan0 + 1) 
Clave C 


3 tanp = 5= 
xp =2Yp 
Xp =2xf 
xp =1/2 A yg = 1/4 
0 

. tano =4= Lo 
4Xo =Yo , 
As 
Xp=4 A yo =16 
= (4; 16) 
IX AN 
YY mM YN YM 


x- 1/2 _ 4-4/2 _ 2(2x-1) _ 712. 
y=114 16-114 7 4y-1 — 634 


4x-2_2 

4y-1 9 

36x — 18 =8y —2 

18x-9=4y-1 
—18x-8 . ,__ 
y= A “-y=> 2 


Clave A 


De la condición: 
tan(3kr + 1/2 + 0) = -1/2 > tan(r/2 + 0) =- 1/2 
—cot0 =-— 1/2 
tan0 =2 
Nos piden: 


050 E 

0os ).sen(- 71-08) 
0 cd A 

cos( 41+> +0). sen(-81 +1 — 0) 


—csc? a 
cos(5 n(r —0) 


- P= —sec9 af sec 2g 
(- sen0) (+ sen8) sen?0 
P= /(secO.csc0)? =sec0 . cscO 


P = tan0 + cotó = 2 + 1/2 “. P=5/2 
Clave D 


C Unidad3_) 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 53) Unidad 3 

1. Operamos la expresión: 

m-1 ,3-m 


2 


cos = 


cosf= 


2(m-1)+3(8-m) _ 2m-2+9-3m 


(3)(2) 6 
6cosfB =7 —m = m=7-— 6cosf 
Sabemos: 

-1 < cosp < 1 

6 < 6 cosp < 6 

6 > — 6cosf > -6 

13>7-6cosB >1 =» 13>m>1 
-. me [1; 13] 


Clave C 


2. Graficamos la RT cotangente en el 1IC. 


= —o < cota < 0 
Operamos para hallar el valor de P: 

=o0 < cota < 0 

=oo < 8cota < O 

oo < 8cota +7 <7 

=o<P<?7 

“. PE (00,7) 


Clave B 


3. Hallamos el valor de AB: 


AB? = (Icosg |)? + (]senf] + 1 
AB? = cos? + senf? + 2senf + 1 
1 

(AB) =2 + 2senf (1) 
Hallamos BC en el EsABC: 

(AB)? + (BC)? = (AC)? 

2 + 2senf + x= (2) 

xÉ =4 —2 - 2senf 


XÉ=2 2senf > x= y2 - 2senf 


Clave D 


4. Graficamos las razones trigonométricas en la CT: 


Luego, tenemos: 


CIRCUNFERENCIA TRIGONOMÉTRICA 


sen80* > sen30” > sen170* > sen220? 
IE>1> IV >! 


Clave E 


Debemos tener en cuenta: 
2=2rad = 114” 35' 30" 


CcT—> 


sen2? > sen2 F 
cos2” > Cos2 V 
Clave C 


Para calcular el área de la región sombreada, 
utilizaremos distancias. 
La figura es un rectángulo, sea su área: A 
A= (base). (altura) 
A= (|cosa.]) . (Isena] + |sena|) 
A= (|cosa.|)(2|sena|) 
o 


A 


Entonces: 
A= (-cosa)(2senoz) 
...A= —2sena.cosa 


Clave C 


Del gráfico: 
(base )(altura) 
Asomb. = — 


2 
Asomb. = a A 0,5c0s%o 


Además: 0=90"+a 
= sen0 = cosol 
sen“0= cos'a. 


Luego: 
Asomb. = 0,5(sen0) 
-«Asomp, = 0,5sen?0 


Clave B 


El ángulo doble no influye en la variación; 
entonces: 

1 < senza < 1 

—2 < 2sen2a, < 2 

—3 < 2senZa -1<1 => -3<k<1 

“Ke l[-3; 1] 


Clave E 


Del gráfico tenemos: 


En el MOAB: 
0B? = 04? + AB? 


2 
XÉ = (cos0)? + > ) 


xÉ =cos*9 + Seno _ 4c0s”0 + sen”0 
4 4 
ye — 3008%0 + 1 
4 
. y 1 3008%0 + 1 
Ñ 2 


Clave C 


. Reducimos la expresión: 


P42 54+P_ 4(P+2)-3(5+P) 
2senf 3 ñ a) 


2senp = 4P.+8 — =3P. > 24senf =P —7 


P = 24senf +7 
Sabemos: 
1 < senf < 1 
24 < 24senf < 24 
17 < 24senf +7<31 => -17<P<31 
P € [-17; 31] 
Clave B 


Como 6 € IC, sus razones trigonométricas son 
positivas. 
Sea A: el área de la región sombreada. 
Del gráfico: 
A=Aago +Aaoc 
h= 1.0089 +1.c0s0 


2 
2cos0 
A= 22 
2 
.A=cC0s0 


Clave D 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 3 l 43 


== 


12. 


13. 


14. 


Las coordenadas del punto A serían: 


A(-a; b) =A(cosa.; sena)... (l) 
Del gráfico: 
ÉMAHO =ÍMONB 
Las coordenadas del punto B serán: 
B(-b; —a) ... (11) 
De (1): a = —cosu 

b = seno, 


Reemplazando en (11): 
B(=seno.; —(—cosa)) 
.. B( sena; cosa) 


Clave D 


Del gráfico: AB =AH + HB 
AB = sen0 + sen0 
AB = 2sen0 


Clave C 


[cota| y 


Por definición: 

AB = cota. A CD = tana 
Del gráfico: 

Asomp. = Sy + S2 + Sz 


1.| cota 1.[tana 
Als le E la | 


Asomb. = A + tana] + jeotal) 
A 
--Asomp= 0,5(1 — tana.— cota.) 
Clave E 


44 l Intelectum 4.2 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 55) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


1. 


2. 


3. 


Por teoría, tenemos: 


Del gráfico: 
sen80? > sen20*” > 0 
sen250* < sen190* < 0 
Entonces: 

Il. sen20* > sen80? (F) 
IL. sen190* < sen250* (F) 


Clave C 


Del gráfico: 
cos20” > sen20” > 0 
sen80? > cos80” > 0 


Entonces: 
l. sen20? < cos20? (v) 
Il. cos80” > sen80”? (F) 


Clave C 


Del gráfico: 
sen100* > 0; cost00 <0 A 
Isen100%] > [cos100*] 


= sen100” > —(cos100*) 
= sen100* + cost00* > 0 
sen170* > 0; cost70 <0A 
Isen170%] < [cos170*] 
= sen170” < —(cos170*) 
= sen170* + cost70* <0 
Entonces: 

l. sen100* + cos100 <0 (F) 
Il. sen170* + cos1t70%>0 (F) 


Clave D 


Del gráfico: 
MN = MO + ON 
= [cosf| + [cosa] 
=  Comoa EIC = cosa > 0 
> |cosa| = cosa 
=  Comof E llIC = cosf <0 
= [cosf] =—cosf3 
Entonces: 
MN = (-cosf3) + (cosa) = 
... MN = coso. — cosf 


coso. — Cosf3 


Clave D 


2x-5 


Por dato: send = 


Sabemos: —1 < sen0 < 1 
2x-5 
-1<=2<1 
3 
-3<2x-5<3 
2<2x<8 
1<x<4 
-.xE[1;4] 
Clave B 


Piden la variación de: 
P =tanx +2 


Sabemos que V x € IR — ((2k + 05 kez) 
—o0 < tanx < +00 
=> —o0 < tanx +2 < +00 
=o00 <P< +00 
.P € (—oo; +00) que es equivalente a P € IR. 


Clave E 


Luego: Nivel 2 (página 55) Unidad 3 >Pel!; 4] 
0 < senf <1 CD Comunicación matemática “Pix =4 
Clave E 
-3 < —3senf <0 le : 45. 
4-3<4-3senf <0+4 E Por dato: 0 € NIC 
de E 2d 140% a0100b a Además: 
E 2+yvsenx—1 =y8+5c080 ...(0L) 
EE(1,4) FP dl a dl A De la función raíz cuadrada, se debe cumplir: 
Clave E H Ui«—sen350 senx — 1 > 0 = senx > 1 (1) 
cos200? 350* y 
200" Sabemos que: -1 < senx < 1 .««(11) 
CD Resolución de problemas Senés De (1) y (II) deducimos: senx = 1 
10. La intersección es en M: Reemplazando en (a): 
Del gráfico tenemos: 2+/(1)-1 =/8+5c050 
sen100? > sen140* (V) 2=4/8+5c080 
esn350? < sen290* (F) 4=8 + 5c0s0 
cos10” < cos50* (F) 4=50080= 00%) == 
cos200” > cos250* (F) Luego: 
Clave D 
En el EMADC y el ESAOM tenemos: 
13. |. senx 
1_1+|tonfl 
7 MA Mo 
4, y 
1 <= e = 5 Ñ Ms 5 , Por radio vector: 
5% = (4) + y? 
9=y 
Clave D Er : IAN 
Mid Del gráfico: y < 0 
j ] ca 
_— Considerar que se debe calcular: 
EEE 3cotO + 2cscx = a(%) t lx) 
IV. secx: 4 1 
3cotO + 2cscx = (=+)+2(+) =4+2 
e , -.3cot0 + 2cscx = 6 
0 41 1 +00 
V csox: Clave E 
Del gráfico tenemos: (TD // EA) 46. 
> |sec0| = 1+ [cos8| Eje de tangentes 
-sec0 = 1 — cosO dd Ñ E pa sata 
E 1 - cos0 = —1=c0s0 — cosó9 CD Razonamiento y demostración 
a E 14. Piden el máximo valor de: 
X*-x-1=0 Pa 
or dato: a. € [0*; 60? 
> x- —btvb?-4a0 Analizando en la CT: sfico: 
Ja Del gráfico: 
tan70? > tan40” > 0 A tan130? < 0 
ds (En men Ordenando de menor a mayor tenemos: 
2(1) tan130? < tan40? < tan70* 
x= LEA Clave C 
17. 
x= 15. cos6 es negativo 
Entonces: 0 < tana < y/3 
> cos9 = 1 Y5 
2 0< /3 tana <3 
«co = 1=45 1</3tana+1<4 
+ = 2 —___—_— 
Clave C 55% 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 3 l 45 


Del gráfico: 
PQ =PO + 00 
PQ = |sen0] + |seng] 
Como 6 E IIC = send > 0 
= |sen0| = send 
Como q E IVC = seng <0 
> |seng| =—seng 
Entonces: 
PQ = (sen0) + (-seng) = send — seng 
-. PQ = sen0 — seng 


Clave A 


18. 


Piden el área del triángulo sombreado (S). 


(base).(altura)  (1).(|cosa |) 
28= = 
2 2 
_ [cosas | 
is 2 


Como a € IIC = cosa < 0 


S= -(cosa) _ cosa 
2 2 


e Cosa 
EE a 


Clave D 


Piden el área del triángulo sombreado (S). 
S- (base). (altura) — (1).([senf |) 
2 


2 
os Emb 
Como fB E IVC = senf < 0 
¿9 0 


Clave B 


46 [ Intelectum 4.? 


Piden: el área del triángulo sombreado (S). 


- (base).(altra) 
2 


_ Ll cos y |).(] seno |+|seng |) 
2 


S 


S 


Como 6 € IC = seng >0 
= |sen0| = send 


Como $ E NIC = seny <0 A cosp < 0 
> |seng| =—seng A [cosp| =—cosd 


Entonces: 


$- (=cos q ).(sen0 + (—seng )) 
2 


-.S = —0,5cosp(senó — seng) 


21. 


Del gráfico: 
- E0 AC 
eb = 08" ca 


Como 6 e INC = cosó < 0 A send <0 
= [cosO| =—cos6 A |[senO| = —senO 


Entonces: 
_ [cos8| 
— 1+[seno | 


h= ——c0s0 
Ñ 1 +(—sen0 ) 


Piden el área del triángulo sombreado (S). 


5. (0B).(E0) _ (1)-(n) 
2 2 
-h_ 8 
MERTCTEO 
-_ Ccos8 
2(sen0 — 1) 


Clave B 


CD Resolución de problemas 
22. Graficamos a. y PB, a. € IC y P E IC 


sena — senf 


k—senf$ _ sena — senf 


=cosf cosa —cosf3 
sena. senf cos 
k =senf = a cos PB + senf cos $ 
cosa — Cos fB 
k =senf + senf cos f3 — sena. cos HP 


Cos aL — COS $ 


ls (senf cos a. — senf cos B — senf cosf ) 
(cosa — cosf ) 


_ senf3 cos or — sena. cos 


k 
cosa. — Cos [3 


Clave C 


23. R= Senvo0+1_seno+1+3-3 
sen*0 + 4 sen?0 +4 


R= sen?0 +4 3 
sen0+4  sen?0+4 


sen“0 +4 


Para 0 e I1IC: 
-1< seno <0 
0 < seno < 1 
4<sen0+4<5 
1 1 1 
E A 
4" sento+4 5 
3 3 3 
¿> 2] >)2 
4" senñvo+4 5 
3 -3 -3 
< <= 
4 seno+4 5 


1 3 2 
<4 < 
4 sento+4 5 


Clave A 


Nivel 3 (página 56) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


24. M: 
1 < cosx < 1 


1< 23 <1 , 4<3a-5<4 


1<3a<9 > L<as3 
a=(0; 1;2; 3) 
M=0+1+2+3=6 


N: 
1 < senx < 1 


e E <1;-6<5b-4<6 


-255b0<10, 2 <b<2 


b=(0; 1; 2) 
N=0+1+2=3 
. M=2N 
Clave B 


25. 


29. 


CD Razonamiento y demostración 
26. Por dato: 20” <0 <a < 90? 


27. 


28. 


Además: cos2a. + csc3a = 0 


= CosZa, = —csc30 
1 


= C0SZaL = — S0n36 
= sen30 . cosza, = —1 
a 
1 -1 
-1 1 
Luego: 


Si sen30 = 1 A cos2a. = —1, entonces: 
39 = 90” A 2a = 180* 
=0=30" 20 =90* 

(cumple con el dato inicial) 

Si sen30 =-—1 A cos2a = 1, entonces: 
30 =270* A2a =0* 
=0=9"20=0" 

(no cumple con el dato inicial) 

Por lo tanto: O = 30? A a, = 90? 


Piden: 
a +8 =90* + 30” = 120? 
_49p9/(Trady_ 2 
>0a+0=120 A )= 3 rad 
-.a+0= ze rad 
Clave A 
Por dato: send = > 
En el DMOHP por el teorema de Pitágoras: 
OH=2V6 k 
Luego el MPHO =IXNRO (A-L-A) 
=>0H=0R=246 k 
Además: OP=0N=1 > 7k=1=k : a 
En el IMRHP por el teorema de Pitágoras: : 
2 
PR?= (4/6 k) + (5k)? 
PR? = 96k? + 25k? =121k% 
ar /1 .pm-— 11 
=> PR =11k is) ARSS 
Clave D 
Por dato: cos20 = o 
Sabemos: —1 < cos0 < 1 
0 <cos20 < 1 
0<x23<1 
0<x-3<2 
3<x<5 -.xE[3; 5] 
Clave A 


30. 


32. 


Piden el área del triángulo sombreado (S). 


So (base).(altura) _ (2).(|cosp |) 
2 2 


> S = |cosb] 
Como q EIC = cos < 0 
=> S = —(cosh) = —cosq 


Del gráfico: 

BP =NO = h, 
Además: 
EO=EN + NO 
=E0O= hy E ha 


Pero EO es el radio de la CT: 
EO=1 =h1+h2=1 


Piden el área del cuadrilátero sombreado (5). 
S =S»ABO + SACBO 
_ (0A).h; + (0C).h, 


S 


2 2 
+. S =-cosk (Mim. (mm 
S= 242 
Í . 1 1 
Clave D S=37(M+12)=3(1) "S=> 
Clave E 
CD Resolución de problemas 
33. 
Piden el área del triángulo sombreado (S). 
base ). (altura) 
ga esla) a. Ltan0 _ tano 
2 Ay=A, > > 
5 eos +]ens) (sena) di 
1<tana < Y/3 
Como a. € 1IC = sena > 0 A cosa < O 
1 va. lata. 
> [sena] = sena. A [cosa] = cosa. y Hlms<- AE HE 
Como B E IVC = cosf > 0 Clave D 
> [cosp| = cosp 34. tana < 4tana. 
Entonces: 0 <4 tana — tana 
(=cos a. + cos ). (sena. ) 0 <tano.(4— tanfa) 
S= — (+) (+) 
(-) (-) 
.-.S =0,5sena.(cosf — cosa) Valores negativos 
dlñA Entonces: , 
tana<0 A 4-tana <0 
4 <tanía 
Se cumple: 
tana E (—00; -2) A (2; +00) 
= tana € (—o0o; —2) 
El máximo valor entero negativo: 
tana =-3 = E == ñ 
Piden el área del triángulo sombreado (S). pe 
Xx = 
g - (base).(altura) _ (2).(]sene |) r+(1==40 > r= 410 
2 2 Eo. 
seco . CSCa. ==. = — 
> S = |sen0] y Xx Xx 
2 
Como 6 e NIC => send <0 _(/10Y _-10 
> S = -(sen0) = —senó -3)(1) 3 
-.S ==sen0 -. secar. cs0u = 0 
Clave D 3 Clave B 
TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 3 [ 47 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 58) Unidad 3 
1. L=(csca + 1)(seca — tano.) 


L=( 1 +1) 1 a) 
sena: Cosa Cosa 
2 


1 =(1+sena /1-senaj_ 1-senía 
senal cos aL senal. COSaL 


L=_Cos%0  _ cosa 
sena .cosa senal 
. L=cota 
Clave C 
2. Resolución: 


R = (csca + cota.)(seca — 1) 
R = (csca. . seco. — CSCoL + CSCOL — Cota.) 
R = tana + cota — cota 


-. R=tana 
Clave A 
3 2 ¡012 
E (seca. — coso)” = (3) 
secta — 2 . seca. . cosa + cos%a =9 
seca —2. 1. cosa + c08%u =9 
cosa 
seca + cosa —2=9 
M= yv secta +c0s%a —2 =yvV9 
M=3 
Clave B 
4. Factorizando: 
sena. (1 — senta.) 
q 
cosa(1 —cos?a) 
2 
seno. . COS a co 
cosa . senta 
Simplificando: “08% = cota 
sena 
2 
(senx +cosx)'— 1 
5. AS 
2senx 
A= Sen?x + 2senxcosx + 008”x — 1 
2senx 
1 
AAA 
A= sen?x + cos?x + 2senxcos X — 1 
2senx 
— 2SenxCOS X 
2senx 
. A=COSx 
Clave A 
6. Piden: 
R = Cscx — senx 
Del dato: 
senx + sen%x = 1 
Multiplicamos por (cscx): 
(cscx)senx + (cscx)sen%x = (cscx) . 1 
1 + senx = Cscx 
=> CSCX — SENX = 1 
- R=1 
Clave A 


48 l Intelectum 4.? 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 


(1 + Senx + cos x)(1 — senx — cosx) 11. 
E a AR E 8 
SenX COS X 
[t+(senx +C08 x)][1-(senx+008 x) 
H= A asenó 
Senx COS X 
1? — (senx + cosx)' m 
Hs === D 000 A 
SENXCOS X asen6tanO 
1 Por dato: 
ETÓ A AB=AD 
Dal — (sen?x + 00s?x + 2senxcosx) 
_——— a a = asenbtano 


H = 1-1-2senxcosx _ —2senxcosx «+5000.1608:1 


Senx COS X SenX COS X ñ 
Piden: 
a P =secO — cos0 = e cosO 
Clave C 
; p- 1-cos%9 _ sen”0 _ ¿ong seno 
8. N= E 1+C0Sx cosO cosO cosO 
+ 008 X senx 
z 0 y P =sen6 .tan0 =1 (del dato) 
sen*x +(1-+C08x 
= -.P=1 
(1 + cos x)senx 
Clave C 
Ne (sen?x + 00s?x) +2008x + 1 
_ (1 + COS X ) senx 12. 
1 +tanx + sec Xx 
N= 1+1+2008x__ 2(1 + 00sx) ES TE cotx + cscx 
(1 +COS X)senx (1 + COSX)senx cosx , senx , 1 
= 2 = 2escx E=.COSX  COSX_COSX 
senx SenXx , (osx y 1 
nda Senx  senx  Ssenx 
COS X + senx + 1 
Clave D E- COS X 
3 Senx + CosX +1 
bie (tanO +cotO) SOÑE 
: 3 
a Ñ a senx(1 + senx +C0SxX) 
Por identidad auxiliar: E= 
tan0 + cot0 = secOcscO pos di 20 
Entonces: E= er = tanx 
3 
_ (secgosco) _ secta cscio lia 
csc*9 cscó9 cen 
a secó0 Clave D 
Clave A 
13. 
10. Por dato: E (1+secx)(1+cscx)(1—cos x)(1—senx) 
tanx — cotx = 1 + senx(1 — cscx) 
Elevando al cuadrado: 1 1 
tan?x — 2tanxcotx + cotéx = 2 COS X Jl senx )(1=co5x)(1-senx) 
DN 1 + Senx — SENXCSCX 
2 O Y 
NS a 1+senx )(1-cosx)(t=senx) 
tandi+ cor 2 =D +2 y MA SK 
+ senx — 
tan?x + 2tanxcotx + cotéx = = 
> y (14c0sx)(1—cos x )(1+senx)(1—senx) 
(tanx + cotx)” = = KA 
cos xsen*x 
5 5 
tanx + cotx = + V tanx + cotx = — 
> 2 2 Bi (1-cos*x)(1-sen?x) _ (sen?x)(cos?x) 
q a cosxsen?x cosxsen?x 
= tanx + cotx +0, 
M=3+05=3VM= +05= 2 *. B=C0SX 
Clave C Clave B 


14. 


Por dato: 

AC =4MN 

dtana + d + dcota =4. d 

d(tana + cota + 1) =4d 
tana + cota, = 3 


Piden: 
K =secíu + cscóa + 1 
K =sec%u . esca +1 
K = (secaesca.)? + 1 
K = (tana. + coto)? +1 
K=(3)?+1=9+1=10 
SS K=100 
Clave C 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 60) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


1. Porteoría tenemos: 
+  Porteoría tenemos: 
*  COSX.Ssecx= 1 > |. recíprocas 
+ COtx.. senx = COSx = |, por división 
+ sen”x=1— cos'x > |. pitagórica 
+ secrx +cscx=secx.cscx > 1. auxiliares 
+ cotéx=cscix — 1 > |. pitagóricas 
*. Dos son pitagóricas 
Clave B 
2. 
CD Razonamiento y demostración 
_ sen?x +c0s*x 
DE re TEA 
sec*x — tan*x 
Por identidades pitagóricas: 
sentx + cosíx=1 A sectx — tanx=1 
1 
=>M=->=1 
1 
M=1 
Clave E 
4 s-ltana+cota 
Seca CSC OL 
sena. , Cosa. senta +cosía 
— Cosa. sena __ cosasena 
Sec a CSC OL Seca CSC aL 
1 
cosasena /  (seca.csca) 
—  SeCaCsca SeCacsca 
2. S=1 
Clave A 
5. S=cota. ¿EL y tana. “osa 
Cosa sena 
_ psa ) sena +( sena ) cosa 
sena ) cosa  Icosa / sena 
=S8=1+1=2 
2 
Clave A 


6. 


10. 


Por dato: 
tana + cota = Y6 


Elevando al cuadrado: 
tana + 2tana.cota + cola = (Y6 F 


> tana +2 + cota =6 
> tana + cota =4 


Piden: 


R= Y tan?a + cota +5 
> R= /(4)+5=49 


URSS 

Clave A 
Piden: 
A=csc%0 + sen“0 


Por dato: 
cscO — send =2 


Elevando al cuadrado: 
csc*0 — 2escOseno + sen = 2? 


= cscó0 — 2 + senó9 =4 
> csc%0 + sen0 =6 
.A=6 

Clave C 


E (1 +cosa )(1 — cosa.) 


sena 
2 2 
p=1-cosóa _ sena _4 
senza sena 
sa E= 


Clave C 


Por dato: 

cot9 — csco = /9 
> cot0 — cscO = 3 
> CscO — cotO = —3 


Piden: 
S = 9(cotO + cscO) 


Por identidad pitagórica: 
esc — cotó0 = 1 
(csc9 — cot0)(cscO + cotO0) = 1 
(-3)(csc0 + cotO) = 1 


= cscO + cot0 = + 


Reemplazando en la expresión S: 
0 
Ss al : ] 3 
-.S=-3 
Clave B 


_ +tandx 


1 +tanx es 


Sea: A= 1+tanx 
: 1 +tanx 


(1 +tanx)(12—1.tanx +tan?x) 
1 +tanx 


A=1 - tanx + tanx 
>A=(1+ tanzx) — tanx = (sec*x) — tanx 
= A=secíx — tanx 


Luego: 
S=A + tanx 
=> S = (sec?x — tanx) + tanx 
2. S =sec%x 
Clave A 
CD Resolución de problemas 
11. Se tiene: 
sen0 ; tan0 ; secd 
QA MA 
xro oxT 
sen0 x r = tan0 
sec0xr= — 
r =sec0 268 (1) 
tan0 x r = secó 
tan0 x secó = secO 
tan0 =1 
-. 0=45” =ñn/4 
Clave C 
12. + Simplificamos: 
_ JM +senx 1 — senx 1 -cosx de 1 +C0Sx 
1 — senx 1 + senx 1 +C0SX 1 -cosx 
2 
T+senx _ /Tesenx , Tesenx _ (t+senx) 
1 senx 1-senx * 1+senx 4-sen?x 
2 
cos? x cosx| 
1—senx , 1-semx _ (1 — senx)? _ 1 -senx 
1 +senx "1 — senx 1 —sentx cosx | 
T=cosx , T=cosk _ /(1—cosxX)” _ 4 —cosx 
1 +c08x "1 COSX 4 =costx senx | 
Ta cosx, Tecosx _ /(1+Co8x)” _ 1 4c08x 
1=cosx “1 +C0SX 4-costx |senx| 


+ Luego tenemos: 


_1+senx  1-senx , 1-—cosx , 1+cC0SxX 
[cosx| — [|cosx|]  |senx] [senx| 
k=_2 + 2 - 2(]cscx|+|secx|) 
[cosx] — |senx| 


+ Evaluamos el resultado del alumno y el 
nuestro: 
=2(cscx + secx) = 2(]cscx| + |secx]) 
|cscx| = —Ccscx 
|secx| = —secx 


Si (10545) eC 


= xelllC 


Clave D 


Nivel 2 (página 60) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
13. 1. sentx + cos'x = 


=1-— 2sen?x.cosóx  (V) 
Il. (escx — cotx)(cscx + cotx) = escex — cot?x = 1 
(V) 
11, COBLSENX _ 4 gotx = LOSxX (v) 
COS X senx 
IV. (1 — senx — cosx)? =2(1 — senx)(1 — cosx) 
A 2(1 + senx). (1 — cosx) (F) 


. VWF 
Clave B 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 3 l 49 


14. 


Por identidades auxiliares, tenemos: 
asenx +bcosx=c A c= Va +b?; xER 
= Ssenx= 2 A cosx = b/c 


.. Ly lEson necesarios. 
Clave E 


CD Razonamiento y demostración 


15. 


16. 


17. 


18. 


E - 0508 — cot”0 
sen?9 + cos?0 
Por identidades pitagóricas: 
csc%9 — cotg = 1 Asenóo + cosó0 =1 


=E=t=1 


¿¿E=1 


Clave B 


3 
A- |sec?0 + 0sc%0 
sec*0.csc0 


Luego: 


seco + escó9 = —, 1 


+ 
cos?9  sen?g 


sen?0 + cos? 
cos“0sen?9 
1 
cos“Osen?e 


sec?0 + cscó0 = 
sec?0 + cscó0 = 


sec?0 + csc?0 =secó0 . cscó0 


3 
na ESO ay 


sec?0.csc?0 


. A=1 
Clave D 


csc*x — 1 


2 
N= secx-1 , 
cot*x 


tan?x 
Por identidades pitagóricas: 
tan?x = sec?x — 1 A cotéx =cscx — 1 
A (tan?x) m (cot?x) 
tan?x cot?x 


=>N=1+1=2 
¿-.N=2 


>N 


Clave D 


M= SenPx—cos”x _ senty 
sen?x — cos?x 


Sea: 

y - senóx — cosóx 

Hi Pons 0e8s Xx) (sent —-cos*x) 
sen?x — 0os?x 

He (sentx+cos*x)(sen?x+cos*x )(sen?x—cos*x) 
sen?x—cos%x 

H= (sentx + cos*x)(1) 

= H =sentx + cos'x 


50 [ Intelectum 4.2 


Luego: 
M=H - sentx 
= M = (sentx + osx) — sen'x 
-. M=c0s'x 
Clave B 

19. 

Por dato: 

sen0 + cscO =4 

Elevando al cuadrado: 

sen”9 + 2sen0cscd + cscó9 = (4) 

1 

= sen0 + 2 +0sc%0 = 16 

= sen?0 + csc%0 = 14 

Piden: 

= Vsen?o +0sc?0 + 13 
> S=3Y/(14)+13 =/27 
ELSE 
Clave C 
20. L= EN _ cscx 
1 —Cosx 
L=_senx___1 sen*x — (1 — cosx) 


21. 


22. 


1=cosx  senx (1 — cosx)senx 


y = [l=costx)-1+008x __cosx—costx 
_ (1 — cosx)senx 


(1 - cosx )senx 


Ñ cos x(1 — COS xX) TS 


(1 —cosx)senx  Senx 00 


+. L=Ccotx 
Clave A 
Piden: 
S =tan%0 + cot'0 
Por dato: 
tan0 — cot0 = 5 


Elevando al cuadrado: 
tan”0 — 2tanQcotO + cot?0 = (5) 
o 


1 
> tan”9 — 2 + cotó0 = 25 
> tan”0 + cot0 =27 
Elevando nuevamente al cuadrado: 
(tan29)? + 2tan?0cot?o + (cot?0)? = (27) 
tano + 2(tan0coto)? + cot'9 =729 
=> tan'0 + 21y + cot'9 =729 
> tan'9 + cot'9 =727 
. S=727 
Clave D 


M= Senóx+cosóx _ 


COS X 
1 — senxcos X 


Sea: B = Senx+cos*x 
1 — SenxCOs X 


(senx+cosx)(sen?x—senxcosx+cos*x) 
1 — SENXCOSX 


(senx + cosx)(sen*x + cos?x — senxcosx) 
1 — SENx COS X 


23. 


(senx + COS 30 — Senxcos x) 
BoA 
1 — senx Cos X 
= B =SenXx + COSX 


Luego: 

M=B - cosx 
= M = (senx + COSX) — COSX 
*. M=senx 


Clave B 


Por dato: (secótan0)* = z 
121 Ñ 
A Ea secO tan0 = 5 


Piden: 

M =ysecte + tanto — 2 

Por identidad pitagórica: 

sec'0 — tan%0 =1 

Elevando al cuadrado: 

(sec%0)? — 2sec*0tan*0 + (tan?0)? = 12 
sec'O — 2(secOtano)? + tan'9 =1 

> secta — 2(5)? + tanto =1 


> secta + tan =51 


Reemplazando en la expresión M: 


M=/(51)-2 = 4/49 
“.M=7 
Clave A 


CD Resolución de problemas 


24. 


Simplificamos: 
(1 + 0sc?0) send 


E -—_—————— 
sec6.cscO — sen*0.tanO 
2 
sen“0 +1 
== (seno 
sen?0 ll 
1 AN 
cosO * send 


E n20 x sen 


cosO 


sen?0 + 1 
m0 
1 —sen*9 
senf . cos 
ln (senda FT) (cos 0) 
(1 0) (1 — sen?0) 


_ (sen”0 + 1)c0s0 
(1 —sen*g) 


Clave D 


25. Simplificamos: 


_ csc”B—cos*f csc”p 
— cotfB.secf +cosf cotf 
csc*B (1 cos*p) 
cotf (secf +cosf) 
(+-e0s*B)(1 — cos? fp) 
Se Xx sep [ateo] 


cosfB 


P= 


P= 


(1 — cos?p) 
cos PB x serlo) 


cos f3 
(1 — cos?p) 


+ Sabemos 
T=<p< 
6 <p < 21/3 


1< < 1<p< 
> senf l=35 P<1 


 Prrín = 1/2 


Clave C 


Nivel 3 (página 61) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
26. EnM: 


sen?x . cosx + cos*x = kcosx 
COSX . (sen?x + cos”x) = Kcosx 


A ea 
5%. M=k=1 


+ Notamos que “k” no depende del ángulo. 
=> M=N=k=1 
“. /2(M+N) =2 


Clave E 


27. En la sucesión: 


seo; 1; 2; 3 +sen0; 4 + 3sen% 
A A e UA 


cos9 1 1+sen0 1+2sen"8 


sen0 seno sen? 


> t=4+ 3sen%9 
A =t¿ + cos? — 2sen%9 
A=4 + 3sen%0 + cos*0 — 2sen%0 
A=5 
Clave E 
E - 1-cos%u , 1-sena 
senta. cosa 
Por identidades pitagóricas: 
sena =1 — cosa A costa =1- senta. 


28. + 


o (senza)  (cos?a) 
sena cosa 

>E=1+1=2 

E=2 


Clave E 


4 
29. M= peo: - +] 


sen?x — cos*x 


4 

Ñi (sen?x+cos*x)(sen?x—cos*x) 
sen?x —cos?x 

M = (sen?x + cos?x)* = (1) 

-.M=1 

Clave B 


1 2sen?xcos?x 
sentx +c0s*x 


_senóx 4 cosóx_ 


30. L= 
1 3sen?xcos*x 


Por identidad pitagórica: 
sen?x + cosóx = 1 (1) 


Elevando (l) al cuadrado: 
sentx + 2sen?xcos*x + cos*x = 1? 
= senóx + costx =1 — 2sen%xcos*x 


Elevando (1) al cubo: 
(sen?xy? + (costxy? + 3sen?xcos*x(sen?x + 
cos?x) =1* 
6 6 A E 
sen?x + cos”x + 3sen“xcos”x(1) = 1 
= sentx + cosóx =1 — 3sen%xcos*x 


Reemplazando en la expresión L: 


2.2 
(1-3sen?x cos x), 1-2sen?xcos?x 


L= 
(1-2sen?xcos?x) 


1-3sen?x cos?x 
+ lstf=2 
¿lb=2 
Clave B 


31. A- Sena — costa 


— sena 
1 + sena cos aL 


_ senda — costa 


Sea: E = 
1 + sena, cos aL 


(sena — cosa (sena + sena.cosa + cos%u) 
1 + sena cos a. 


(sena. — cosa )(senéa + cos%u. + sena. cosa.) 


a 1 + sena. Cosa 


(sena — cosa )(1 + sena. cosa.) 
1 + sena cosa 


=> E=sena — cosa 


Luego: 

A=E - seno. 

=> A= (sena. — COSa.) — sena 
-. A=—C0SaL 


35. 


Clave D 


7 (esca +1)(csca—1) (seca +1)(seca — 1) 


cota tana 

A= £scóa 1, secta 1 

cot? tan?a 

2 2 
ha Ed) E lao) 

cota tana 
>A=1+1=2 
-.A=2 
Clave C 
TRIGONOMETRÍA - 


33. 


34. 


Por dato: sena. + cosa = = 


Elevando al cuadrado: 


sena + 2sena.cosa. + Cosía = (2) 
(senza + cos%a) + 2sena.cosa. = 5 
(1) + 2sena.cosa. = a 
2sena. cosa. = -2 
= seno. cosa. = + 


Piden: 
M = /162(senta + 005%) +7 


Por identidad auxiliar: 
senta + costa =1 — 2sen%a costa 
senta, + costa =1 — 2sena. cosa)? 


2 
4 4, — 5 
+ =(=2= 2 
sen a + COS A 7 ] 


137 
162 


Reemplazando en la expresión M: 
M= 162/53) 7 =/144 


> senta + costa = 


162 
. M=12 


_ Jfíz+cosg _ 
T= 10060 cscO 
* Considerar: O € IC 
1+c08s0).(1+c0s0 
( xl sá 


(1 —cos0).(1 +c0s0) 


Clave E 


eo 11 +c0s6 | 


—CscO 
sen?0 |senó | 


Como 08 EIC=seng >0 A cosO > 0 


ST=/1+0080__1 _1+cos0-1 
senó 


seng — send 


=T= 2080 - coto 
sen0 


. T=cot0 
Clave E 
Por dato: cosx + secx = 3 


Elevando al cuadrado: 
cos*x + 2cosxsecx + sec?x = 3? 
A 
1 
> cosx +2 + secóx =9 
> Cos*x + secíx=7 
Piden: 


T= Y cosix + secóx —2 


Luego: 

COS*X + Secix = (cosx + secx)(cos*x =- 
cosxsecx + sec*x) 
AA 


1 
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3 3 


cos ox + secix = (cosx + secx)[cosx + sec'x — 1) 


cos“x + secix = (3)(7 — 1) =18 


> cos*x + secx = 18 


Reemplazando en la expresión T: 
T=4/(18)-2 =%/16 =2 
Sa T=2 
Clave D 
CD Resolución de problemas 
36. EnA: 


A= /tana + cota 


A= [38 , cosa 
cosa — sena 
a=,/sena+cosóa _ /_1 
seno. . cos aL seno. . COS aL 


A= /seca. esco. 
(+) (+) 


De B, tenemos: 
B= /sena = sena > 0 
0O<a<na ..aelc 


> 
DeA:0<a < + 


Clave A 


52 [ Intelectum 4. 


37. En (1): 


cosp(cscf — senf) = M 
1 


rg -senf) =M 


cp ¿4 =M 


senf 


cosf(cos?p)  cosg M 
senf senf 


(3) 


Dividimos (3) + (4): 
cos*p 
seng_ _ cos*P 
senvg  sen*p 
cos f3 


=M_ 
=p =K 


> cosóB =MK » sen*g = NK 
(3) x (4): 


cos"B _sentB _ NN 


2 2 
—— =cos*P sen 
senfp * cosf B B 


Sabemos: 
sen'B + cos” = 1 — 2sen?B cos?p 
NK + MK = 1-2 MN 
-. (M+N)K+2MN=1 
Clave C 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 62) Unidad 3 


1. 


E = sen10* + 2c0s20”cos80” 

E =sen10* + 2sen70*cos80* 

E =sen(80* — 70%) + 2sen70*cos80” 
E=sen80*cos70”—cos80”sen70”+2sen70*cos8b” 
E = sen80*cos70* + cos80”sen70? 

E =sen(80* + 70?) = sen150* 

> E=sen(180? — 30*) = sen30” = A 

1 


Clave A 


P =co0s80* + 2sen70*sen10* 
P =cos(70* + 10%) + 2sen70*sent0? 
P =cos70*cos10* — sen70*sent0? 
+ 2sen70*sen10? 
P =cos70*cost0* + sen70*sent0? 


P = cos(70* — 10?) = cos60* = : 
op A 
P=l 


Clave B 


E= 4/3 cot10”(tan50” — tan40”) 


v/3 (tan 50” — tan40*) 
pom 
tan 10? 
E= 4/3 (tans0* — tango”) — 4/3 (tan50? — tan40”) 
tan(50% 40%) —  (tan50”-tan40”) 
(1 + tan 50? tan 40?) 
E= 1/3 (1 + tan50”tan40”) 


E= 1/3 (1 + tan50*cot50%) > E= /3 (1 + 1) 
A 
1 


.E=243 
Clave D 
tan(a +P)=5  ... (1) 
tana =7 ..- (11) 
De (|): 
tana +tanf 
1-tanatanf — 
7+tanf 
1—7.tanf 
7 +tanf =5 — 35tanf 
36tanf =-2 
ae 
tanf = 18 
Clave C 
E - Sen (x + y) — cos xseny 
— sen(x— y) + cos xseny 
E — Senxcos y + Cos xseny — cos xseny 
Ssenx Cos y — COS xseny + Cos xseny 
E — SenKoosy _, 
Senx COS y 
E=1 


Clave A 


ÁNGULOS COMPUESTOS 


tam= > > 3 
4 
13 

se0y = E > la 


Piden: sen(x + y) 
sen(X + y) = SENXCOSy + COSXSeNy 


E) 


sen(X + y) = + o e o 
-.Sen(x + y) = = 


Clave C 


E = tan21? + tan24* + tan21” . tan24? 
De las relaciones auxiliares: 
tan(a + f) = tana + tanf + tanatanftan(a +fB) 
Para:a=21 A P=24” 
tan(21? + 24%) = tan21? + tan24? 

+ tan21*tan24%tan(21* + 24?) 
tan45” =tan21* + tan24? + tan21*tan24” . tan45? 


> 1=tan21? + tan24” + tan21*tan24*(1) 
 í— -=>==— IIA 
E 
A 


Clave D 


Q =tan34" + tan19* + tanda tant9" 


Q = tan34* + tan 19? + tan53”. tan34”. tan19? 
Q=tan34? +tan19? +tan34”. tant9”. tan(34? + 192) 


Empleando relaciones auxiliares: 
Q = tan(34* + 19%) 


ua o_4 
Q = tan53 => 
E! 
-Q= 3 


Clave B 


Del gráfico: tand = > A tanf = E 


3 


Además: 2 


a=0+f 
tana =tan(0 + P) 
Sabemos: 
tan0 + tanf 
tana = 
1—tanOtanf 


Clave C 


Del gráfico: tana = 
Ademas: 


tan(a + 37?) = m 7 1 


ajo 


Resolviendo: 


tana +tan37% _ m+1 
1 — tana tan 37? 4 


3 
*a 


ajo 


Clave A 


13 


a 
a+p+457=9 > a+p=45* 
tan(a + P) = tan45? 


tana +tanf 
1-tano.tanf — 


ES 
3 x+18 _y 
4. E A 


3 x+13 


+ 13x +9 13 
3(1+43) — x+13 

2 + 13x +9 =39 

+ 13x-30=0 

Xx +15 


(x+ 15)(x —2) =0 
x=2 
Clave A 
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== 


Del gráfico: 
180-x=a+P 
tan(180* — x) = tan(a. + fB) 
a tan a +tanf 
1—tana.tanf 
—-t a 
anx az 
53 
16 
—tanx= Y 
anx 1 
16 
tanx=- — 
anx 11 
Clave C 
13. 
0 =a + 1357 
tan0 =tan(a + 1357) 
_ tana +tan135 
tanó = 7 Tiana. tan 125 
tan a. — tan 45 
t pen 
el 1 -tana(-tan45) 
1 
—-1 
APRA: ODE 
1 
1 -—(-1 
EN) 
3 
tan0 =- =H 
and 5 
Clave D 
_, y  tan0-tana 
18. “nO 0 nana 
2 
1_ tanO 3 
5 2 
1+“Atan0 
+ 3 an 
1,2 E 2 
5 +35 no tano 3 
3.13 
157 15 2n0 
tan0 =1 
tan0 + tana 
t = 
amp a] 1 +tan0.tana 
2 
x+2 _ a 
3 2 
1-14 
3 
A =5 x=13 
Clave E 
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Nivel 1 (página 64) Unidad 3 Cc w cosO q COS X — coto 
CD Comunicación matemática sen0  senx 
1. = C = cotO + cotx — cotO = cotx 
. O =cotx 
2. Clave C 
CD Razonamiento y demostración 9. G= cos(x — B ) — senxsenf 
3. Piden: cos x cos P 
C =sen17*co0s43" + sen43*c0s17* C= (cos xcosB + senxsenf ) — senxsenf 
C =sen1t7*co0s43* + cos17*sen43” cos x cos (3 
C=sen(17” +43”) 3 Cos X cos [3 e 
COS X COS 
> C =sen60* = E P 
2 ..C=1 
.0= ce Clave A 
Clave D 
8 sen(a +0) — sena. cos O 
4. Piden: " cos (a. + 0) + senasend 
L = cos42*cos18” — sen42*sent8? _ (sena cos 8 + cos c.sen0 ) — sena, cos 0 
L =c0s(42* + le (cos a. cos9 — senasen0 ) + senasend 
= L =c0860* = 7 > L=-“osasend _ sen0 _ tng 
-1=05 cosacosg  cosO 
Clave A ..L=tan0 


5. C=sená4xcosx — senxcos4x 
C = sen4xcosx — cos4xsenx 
C = sen(4x — x) = sen3x 


Clave B 


Nivel 2 (página 64) Unidad 3 


+. C =sen3x CD Comunicación matemática 
Clave A 11. Por teoría: 
IF 
6. C=cos3xcos2x + sen3xsen2x A y 


C =cos(3x — 2x) = COSX 


«O = COSX 12. Porteoría: 
Clave B IV 
Il. Y 
o o_ LY 
qe sen(45” + x) + sen(45” — x) 
" COS X CD Razonamiento y demostración 
Sabemos: 


13. Por dato: tan = EE 
sen(45” + x) = sen45*cosx + cos45”senx 2 


sen(45” — x) = sen45*cosx — cos45”senx 
Sumando estas dos expresiones: 
sen(45” + x) + sen(45? — x) = 2sen45”cosx 


Además: 8 es un ángulo agudo. 


Luego, al reemplazar en la expresión inicial de 
tenemos: Y3 
C = 25en45” C0SX _ oseng5o A _— 
COS X > 
7 Por el teorema de Pitágoras: 
=0=212)=/2 m= (43) +2=7 
0=42 MIT 
Ab Luego: 
lave 
sen8 = E = — 
8 O) - cotO cos9=2 = 2 
"  senxsen0 m /7 


C = Senx cos O + cos xsen0 cotO Piden: 
senxsen0 sen(60” + 6) = sen60*cos0 + cos60”send 
_ senxcosO , cosxsen0 Aa B 2 E 17 
t sen(60* +8 
+ cotO ( ) > FT ] H> TT 


senxseng  senxsen0 


> sen(60” + 8) = ee 


Clave C 


2/7 
+. sen(60* + 8) = 3/21. 
14 
14. Por dato: a y B son ángulos agudos. 
4 2 
Además: sena === A senf = 
“= 70 = 3 


Graficamos: 


E/- | 


k 

Por el teorema de Pitágoras: n = k = 3 
Luego: 

LI 
tana sic 

e 
tanf = 3 
Piden 

_ tana +tanf 
Ane 1 -tana tan $ 
(+)+(3) 

tan(a + PB) = = 


Clave D 


15. Piden: 
C = (sena + senf)? + (cosa. + cosp)? 
Luego: 
(sena. + senf)? = senza + 2senasenf + sen?g 
(cosa. + cosB)? =cos%u + 2cosa.cosB + cos”p 


C = 1 + 2(seno.senf + coso.cosf) + 1 


=C=2+2(cosacosf + senasenf) 
>C=2+ 2cos(a — PB) 

Por dato: a — PB = > 

> C=2 + 2008 =2+2%) 
0. 0=2+ 43 


Clave E 


16. Piden: 
L = (cosa. + cos0)? + (sena — seno)? 
Luego: 
(cosa. + cos0)?=cosóu + 2cosacosO + cos?9 
(sena: — seno)? = sena — 2senasend + sena 


L=1 + 2(coso.cosé — sena.senb) + 1 


=> L=2+2(c0so.cosó — senasen0) 
=> L=2+2cos(a +0) 


Por dato: a. + 0 = 37? 


= L=2+2c0837" =2 +25) 
Ss L=36 


Clave E 


17. Piden el valor máximo de: 
C = 3senx — //2 cosx 


18. 


19. 


20. 


Por propiedad: 

Si y = asenx + bcosx, entonces: 

122 +b?< y <a +0? 

Entonces: 

E A 
=/1T< C <y1M1 

=CE[-4/11; /11] 

Sá = IM 


Clave D 


Piden el máximo valor de: 
3senx + 4cosx + 5 


Sea: H = 3senx + 4cosx + 5 
H — 5 = 3senx + 4cosx 


Por propiedad: 
Si y = asenx + bcosx, entonces: 


Va+bó<y<yY a +b? 
Luego: 


13442 <H-5<y43*+4? 
-5<H-5<5 
0<H<10 
> HE€l[0; 10] 
“ Hmáx =10 


Clave C 24. Piden: 


Piden el máximo valor de: 

L = 5(senx — 1) + 12(cosx + 1) 

L = 5senx — 5 + 12cosx + 12 

L = 5senx + 12cosx + 7 

Sea: y = 5senx + 12cosx, entonces: 
L=y+7 

Por propiedad: 


Clave D 


Sea: 
M = tan20* + tan25* + tan20*tan25? 


Empleando la relación auxiliar: 

tan(a + f) = tana + tanf + tana.tanftan(a +fB) 
Luego tenemos: 

M =tan20* + tan25” + tan20%tan25” . (1) 

M =tan20* + tan25” + tan20*tan25”(tan45”) 

M =tan20* + tan25” + tan20*tan25”tan(20? +25”) 
Finalmente: 

M =tan(20* + 25?) = tan45? 

=>M=1 


.. tan20? + tan25* + tan20”tan25* = 1 
Clave A 


Nivel 3 (página 65) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
21. 


22. 


CD Razonamiento y demostración 
23. Piden: 


tan65” —tan25” _ tan65” — tan 25” 
tan40* tan(65 — 25?) 


tan65* —tan2ss  (tan65”-—tan25”) 


tan40* tan 65” — tan 25? 
1 +tan65” tan 25? 


tan65” —tan25% _ o o 
e 1 +tan65”tan25” ...(1) 


Luego: 
tan25” =tan(90* — 65%) = cot65” 
= tan25” = cot65” 


Reemplazando: 
tan65”—tan25? _ 4 , tan65”cot65” 
tan40* 1 
. fan65” —tan25* _, 
pe tan 409 


Clave E 
sen20? 
sen25” — cos 25" 
Por propiedad: 
asenx + bcosx = y a? + b? sen(x +0.) 
Donde: tana. = » 


De: sen25” —cos25%a=1 A b=1 
b 


Además: tana =  = di 1 
a 1 


> 0 =45 


tana, = tan45? 


Entonces: 
sen25” — cos25* = y 12 + 1? sen(25* — 45%) 
sen25” — cos25* = /2 sen(-20") 


Luego: 

_ SenzO"  _  sen20 _ 

sen25” — cos 25" 2 sen(—20") 

—sen20?  ___ sen20” _ 

sen25” — cos 25? 12 (—sen20”) 
sen20? E A 

sen25” — cos 25" Y2 4/2 

sen20* NE 
“* sen25” —cos25” 2 


Clave B 


2 2 
25. Sea: A= lantóa tando 
1 —tan*5a tan“3a 
Luego: 
(tan 50 + tan 3a.) . (tan Sa — tan 30.) 


(1 + tan5a tan3a.) . (1 tan 5a tan 3a) 


1 + tan 5a tan 3a 


A= tan 5a + tan 3a. 
1 —tan5a tan 3a | * 


tan 5a — tan 30, | 
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26. 


27. 


A= [tan(Sa. + 30,)] ftan(5o. — 30.] 
> A = tan8u . tanZa. 
. tan?50 — tan“3a 


ES z a = tan8atanZa. 
1 —tan*5a tan*3a. 


Clave E 


Sea: 
P =tan20" + tan40? + /3 tan20"tan40? 


Empleando la relación auxiliar: 

tan(a + (3) = tana. + tanf + tanatanftan(a. + P) 
Luego tenemos: 

P = tan20? + tan40” + tan20"tan40”. (/3) 

P =tan20* + tan40? + tan20"tan40*(tan60*) 

P =tan20" + tan40? + tan20”tan40”tan(20* +40") 


Finalmente: 

P =tan(20* + 40?) =tan60? 

=>P=y3 

+. tan20? + tan40 + 4/3 tan20”tan40” = Y3 
Clave D 


Por dato: ABCD es un cuadrado. 


N 
Del gráfico: tand = > 


Además: 45” + a. =0 


>0.=0 45" 
Luego: 


tana. = 


tana =tan(0 — 45”) 


tanO —tan45* 
1 +tan0 tan 45? 
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28. 


an 1 8) 
(o 

> tana = 2-1 

-. tana = > 


E, 


Ak 
Por dato: G es el baricentro del ABC. 


Del IMABC notable de 37* y 53*: 
BC=6k A AB=8k 


B 


Del gráfico: a. + y =0 
> ( =0 — a = tang = tan(0 — a) 


Entonces: 


_ tanO—tana 
any 1-—tanO tana 
6k)_/3k 
Ak 8k 
ne Sk Y 3k 
1 de)(s) 
31/32 2 
2 8 8 
eN TA 
t+(S]1- rl 
(25) (5) 
> tano = 20 -L 
tanp= E 


Clave D 


Clave B 


29. 


30. 


Por dato: 
tanA + tanB = 7tanC 


Además: A, B y C son los ángulos internos de 
un triángulo. 
=>A+B+C= 180? 


Por relaciones angulares, entonces: 


lanA+tanB | tanC = tanAtanBtanC 
TtanC 
= 8tanC = tanAtanBtanC 
> tanAtanB = 8 
Piden: 


L = tanAtanB = 8 
.L=8 


Clave C 


Por dato: 
tanA _tanB _tanC _; 
2 3 4 
tanA = 2k; tanB = 3k; tanC = 4k 


Además: A; B y C son los ángulos internos de 
un triángulo. 
=>A+B+C= 180% 


Por relaciones angulares: 
tanA + tanB + tanC = tanAtanBtanC 
(2k) + (3k) + (4k) = (2k)(3k)(4k) 
9k = 24k 


Piden: 
L=V6tanA+3=46(2k)+3 


== 2/0 (E) +9 =3+3 
- L=6 
Clave B 


ÁNGULOS MÚLTIPLES 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 66) Unidad 3 


Ns (cos 35” + sen35”)(cos 35” — sen35”) 
cos TO sento 
N — 20s?35* — sen*35* _ (cos70”) 
2sen20” — 2sen20? 
_ (sen20%) y 
— 2sen20” 2 
= A — 
N= 3 0,5 
Clave E 
2. tanx=3 
Entonces: 
tan2x = _2tanx_ 
1 —tanx 
tan2x = 2(3) a 
1-(3) 
6 3 
tan2zx= Y =-% 
an2x ar n 
Luego: 
NU E 
tan 2x=( | e 
9 
o. tan2x= 2 
an“2x 16 
Clave B 


3. E=242-42+2c0824” 
E=24/2- y/2(1+c0824”) 
E= 24 2- y 2(2c08"12") 
E=242-2c0s 12” 
E=24/2(1 cos 12) = 2 2(2sen?6*) 


E=2w 4sen?6” =2. 2sen6” = 4sen6? 
. E=4senb” 


Clave A 


4. k-= Sen0 — 2sen*0 
secó 


— seno(1 —2sen“0) _ sen0(cos20) 
secO secO 
K = senOcosOcos20 


_ (2sen9cos0)cos20  (sen20)cos 20 


K 


K 
2 2 
k= 2(sen20cos20)  seng0 
2.2 4 

¿q -X 
Por dato: O = 3 > 40 > 
Entonces: 

xr 
” sen 24 

4 4 

1 
A K==> 

4 


Clave B 


5. Por dato: 
x_4 
sen 277 
Luego: 
2 X _ 1-C0SX 
sen q > 
(4) 1 — COS x 
7 2 
32_4_ 
49 = 1 —C0SX 
-=1-2 
= COSX = 1 49 
. TA 
. COSX = 40 
Clave C 
6. tanXx=2 
an a 
Luego: 
tan? X — 1cosx 
dl 2  1+C08SX 
(2) _ 1-cosx 
3 1 +Cc0sx 
Entonces: 
4 + 4cosx = 9 — 9cosx 
13cosx = 5 
, -3 
. COSX = 13 
Clave B 
7. cosK= Mm 90% <x< 180? 
=> 45 < Al < 90 
Xx 
Luego 
X= 1 +08 Xx 
cos > + > 
2 2 
14+(-49 £ 
a Hs) 12 
2 2 Z 
x= /1L-1 
7 a 5 
x-1 
00s-> =5 
Clave A 
8. Piden: tan22,5? 
tan22,5” = tant 
Por identidad auxiliar de ángulo mitad: 
tan, = CSscX — cotx 
tan E =Ccsc45” — cot45? 
tan22,5* = (4/2) - (1) 
+. tan22,5=Y2 —1 
Clave C 


9. Piden: y =tan159* 


Luego: 
o 3 o 
tan (3. 53”) = 3tan53* — tan 53 
1 - 3tan*53" 
dee 
tan159* = G ) (+) 
je a(3) 
4 4 
o 27 27 
tan159* = <= 
an159 ml 16771 
3 3 
Dios ds 
tan159* = 117 
Clave A 
10. Por dato: tanx = => 
Luego: 
tan3x = 3tanx— tant 
1 -—3tan*x 
1 5% A 
3 + 
tan3x 2) 7) e E 
af 1d 
(=2) 4 
M4 
8 11 
t O PA 
an3x A > 
4 
Por identidad de ángulo doble: 
tan(2.3x) = nx 
1 — tan*3x 
11 
9-1 
tan6x = 2 ) 3 
1- (4) 117 
2 4 
- 4 44 - 4 
tan6x = 117 117 tan6x 117 
Clave B 
11. Por dato: 
(1 + cosx)? + (1 — cosx)? =2 
21? + cos”x) =2 
2 + 2c08% =2 
cos*x =0 
=> cosx =0 
Piden: cos6x 
cos6x = 4cos*2x — 3cos2x  ...(l) 
Por ángulo doble: 
cos2x = 2c0s%x — 1 
cos2x =2(0)? — 1 
cos2x =-—1 
Reemplazando en (1): 
cos6x = 4(-1)% — 3(-1) 
cos6x = 4(-1) +3=-4+3=-1 
..Cos6x =—1 
Clave C 
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12. 


13. 


14. 


c =- sen8” . sens2” . sen68? 
cos 66” 


4sen8” . sen(60” — 8”) . sen(60* +8”) 
Ñ 4 c0s 66" 


_ sen3(8%) _ sen24* 
4cos66”  4cos66* 


C 


_  sen24” 
4(sen24”) 


Clave E 
A 


12 
tanZa = 44 


tana = 


2tana a x+4 11) 
1 -tan?a. 12 
1 
15 
3) _Xx+4 
(+) 12 
3 


Resolviendo: x = 5 


ClaveA 6, 


Se sabe que: 

sen0(2c0520 + 1) = sen30 
cos0(2c0s20 — 1) = cos30 
De la condición: 


0 
2005041 _ 2 
2cos0 —1 send. 


sen (20050 +1) 
e | 
cos 220050 — 1) 


Clave B 


PRACTIQUEMOS 


Nivel 1 (página 68) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


Ll: 


2. 


CD Razonamiento y demostración 


3. 


A=sen2xtanx + 2c0s?x 


senx ) 


A= (2senxcosx)( + 2c08%x 
COS X 


A = 2sen?x + 2c08*x 
=>A= 2(sen?x + cos”x) =2(1) 
“.A=2 
Clave C 


58 l Intelectum 4.2 


4. R=sen0cosOcos20 


Sabemos que: 2sen6cos60 = sen20 
sen20 


= sen0cosO = > 


Entonces: 
sen20 sen20 cos 20 
R= ( 2 )cos20 = 2 


_ 2sen20cos20 _ sen40 
Pel 22 4 
- R= Sen40 

4 


Clave B 


2 
Por dato: send = —= 
V5 
Piden: 

cos20 = 1 -— 2sen%9 


2 
> c0s20 =1 7) 8 


3 
7 20 => 
COS 5 


Clave D 


Por dato: cos6 = ES EN 


Y3 


Piden: 
cos20 = 2c08% — 1 


2 
= 00820 =2/ 1 ) 1=2 1 


1 
a 20 == 
Cos 3 


Clave A 


Por dato: tan0 = + 
Piden: 


tanzo = 2 tan9 _ 


1 —tan?o 


> tan20 = 


1 
23 
ra 
4 


..tan20 = 
an20 3 


Clave C 


M = (secx — cosx)(cscx — senx) 


M= (<= =- os — - senx) 


m=( E E senix) 
COS X senx 


M= (sen?x) (cos?x) 
COSsX  senx 


= M = senxcosx = ZSenxCosX 


-M= sen2x 
Z 
Clave D 


9. Por dato: cos = =-= 


10. Por dato: tan; e 


1 
5 
Piden: cosx 


cos X =+4 [L+cosx 
Sabemos: cos y + > 


Entonces deducimos que: 


_1__ /fT+cosx 
5 2 
( Dl [Trzax 
5 2 


1 _1+cosx 
25 2 
2 =25 + 25c08x 
= 25cosx = —23 
28 
COSX = 25 


Clave B 


Piden: cosx 


Sabemos: tan X =+,/ 1=008x 
2 1 +C08X 
Entonces deducimos que: 
1 _ /ficosx 
3 1 +C0sx 
Dl Jf1=cosx ] 
3 1 +C0SX 
1 _ 1-C0Ssx 
9 


= = 1 +c0sx =9 — 9cosx 
1 +C0SX 


8 
10 


10cosx = 8 = COSX 


a 
--008k= 4 


Clave A 


11. Por dato: tanX =-2 


2 
Piden: cosx 


Sabemos: tan X =+ ,/ 1=008x 
2 1 +C0SX 
Entonces deducimos que: 
2=- / 1—cosx 
1 +c08x 
2 
TN O a) 
22) ( 1 +c0sxX 


_ 1-—COosxX 


Luego: 1 +C0SX 


4 + 4cosx = 1 — COSx 
5cosx = —3 
.COSX = ZE 
5 


Clave B 


12. E=sec40* — tan40? 


E = sec(90* — 509) — tan(90* — 50?) 
E = csc50* — cot50* = tan -. 


. E=tan25" 


Clave A 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Piden: 


E = tan22*30' = tan22,5" 
Es tant =cscA5? — cot45" 


=>E=(42)-(1)=4V2 -1 
E=V2-1 


Piden: 
E=tant - coat 
8 8 
n_2. l 
Sea 8727 entonces: 
E=tan2 -coL 
2 2 
E = (esca — coto.) — (esca + cota) 
E = csca. — coto — esca — cota. 
=E=-2cota. 
-.L_T == ¿E 
Como: AT >0 4 


=S+E= —2cota = -2cot45” 


.E=-2(1) =-2 


Piden: 


E =c0s80* . cos20” . cos40? 
E =co0s40* . cos20” . cos80” 


Clave C 


Clave A 


E =cos(60* — 20%)cos20*cos(60* + 20") 


E- cos 3(20”) _ cos60* 


4 4 
la 
A 
De 
E=g 
Piden: 


E =sen6" . sen54” . sen66” 
E =sen54" . sen6” . sen66” 
E =sen(60* — 6*)sen6”sen(60* +6”) 
E- sen3(6%) _ sen18? 
4 4 


. sente? 
4 


C = (cos3x + 2cosx)tanx 


C = cos3x . tanx + 2cosx . tanx 
senx 


C = cosx(2c0s2x — 1). H= +2c08xX . 


COS X 
C = (2c082x — 1) . senx + 2senx 
C = senx[(2c052x — 1) + 2] 

C = senx(2c082x + 1) = sen3x 
-.C = sen3x 


Clave E 


Clave E 


senx 
COS X 


Clave C 


18. Piden: 


sen111* = sen3(37?) 
sen111” = 3sen37* — 4sen?37? 


o-a(3Y_4(3P 
sent11 =3(5) 4(5) 
o_9_ 108 _ 117 
semtii?= ¿125 125 
o_ M7 
sen111 = 125 


Clave C 


— Sen3x _ cos3x 
Senx  COSX 


19. A 


AS senx(2c0s2x +1)  cosx(2cos2x-— 1) 


senx 
A= (2c082x + 1) — (2c052x — 1) 
A=2c082x + 1 — 2c082x + 1 =2 
-.A=2 


COS X 


Clave E 


20. Por dato: send = 


1 

3 

Piden: 

| 20530 _ cos9(2c0s20 — 1) 
cosO cosO 

L = 200820 — 1 =2(1 — 2sen%0) — 1 

L=2-— 4sen?0 — 1=1 - 4sen?o 


lil a(L)=1 : 


-L=5 
SS y 
Clave E 


CD Resolución de problemas 
21. Dato: 
2 


1-tg%0 

2(2/3) 
d=(218 
... tan20 = 12/5 


= tan20 = 


tan20 = 


Clave C 


22. Dato: 
cotO = 2 


1 


tan0 = 2ta 0 
2 


1 tano 
2(1/2) 
1- (112) 
.. tan20 = 4/3 


= tan20 = 


tan20 = 


Clave E 
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CD Comunicación matemática 


23. 


24. 


CD Razonamiento y demostración 


25. 


26. 


27. 


28. 


Piden: sen8x 
Por dato: 
SenXCOSXCOS2ZXCOS4x = m 
= cosxcos2xcos22x = M_ (1) 
Por propiedad: sb 
241 
* COSXCOS2XCOS2*x = sz 
2 senx 
3 
Cosxcos2xcos2%x = senor - Senéx 
2 senx  $senx 
Reemplazando en (1): 
sengx __m sen8x _ 
> > m 
8senx  senx 8 
.. sen8x = 8m 
Clave D 
Piden: 


M= /1 + sen2x — senx 
M= y (senx + cosx)? — senx 


M = |senx + cosx| — senx 


Por dato: 0% < x < 90? 
=>xEelC=senx>0 A cosx>0 
= senx + cosx > 0 


Entonces: 
M = (senx + COSX) — SENX = COSX 
.M = COSX 


Clave B 


Piden: 
A=2(cos'x — sen*x)? — 1 
Luego: 
cos*x — sen'x = (cos*x — sen?x) . (cos?x + sen?) 
cos'x — sen*x = (cos2x)(1) 
= cos*x — sen'x =cos2x 
Reemplazando en la expresión A: 
A=2(cos2x)? — 1 
=A= 2c082x — 1 =cosáx 


A = cOsá4x 
Clave C 
M= 4 rr + 4 án 
cos" +00 
=c0s4 E 2_ ay 
M = cos E +[0os(5 >)| 
= cos ay 
M=cos" + + (sen el 
M=sentZ 4 c0s* E 
8 8 
Sea a =«, entonces: 
M=sen'a + costa 
M=1 - 2sen%acos%a 
M=1- 4sen”a. cosa. 
(2sena cosa )? (sen2a * 
MiS O 5 TS 
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Clave B 


3 3 
A= sen” Xx — COS X_4 


Ssenx — COS X 


29. 


A= (senx — cos )lsen?x + senxcos x + cos?x) 
Senx — COS x 


1 


A=senxcosx + sen?x + cosx — 1 
Y 
1 
2SenxCos X 


=> A = Senxcosx = 2 


. p= Sen2x 
2 
Clave D 


30. Piden: sen2x 


Por dato: tanx + cotx = n 
Por propiedad: 

2csc2x = tanx + cotx 
=> 2csc2x =n 


2( ==) =N= + = sen2x 


Clave A 


31. E= (cot-> + tan-) J(csc2x = cot2x) 


Por identidad del ángulo doble: 


Xx Xx 
tan +cotH = 2cscx 
2 2 


Por identidad del ángulo mitad: 
csc2x — cot2x = tanx 


Reemplazando en la expresión E, tenemos: 
E = (2cscx)(tanx) 


A ll 
=>E= A) = 2(secx) 
.. E = 28eCX 
Clave E 


32. 


t£ — tan£ 
_ cot-, —tan> 
esc 2x + cot2x 

Por identidad del ángulo doble: 


t£ - tanX = 2cot 
sa a Cot Xx 


Por identidad del ángulo mitad: 
esc2x + cot2x = cotx 


60 l Intelectum 4.2 


33. 


34. 


35. 


Reemplazando en la expresión E, tenemos: 
E= 2C0tx _) 

cotx 
¿E=2 


Clave D 


Por dato: sen + = = 


e: 
2 4 


Piden: cosx 


Xx 1 —cosx 
mos: send =+,/ “2% 
Sabemos sen > 


Entonces deducimos que: 


3_ f1-cosx 
4 2 


18 = 16 — 16cosx 
=> 16cosx =-—2 


.". COSX = — 
Clave A 


Piden: 


_ J1—cos100* 
Es 2 


Sabemos: 


X / 1—cosx 
A=4 PA 
an E 2 


Otra forma de expresar esta identidad es: 


mir ¡EE 


Luego: 


ÉS pan =[sent02| 


> E = |sen50*] 


Como: 50? € IC = sen50? > 0 
> |sen50*] = sen50? 
. E=sen50* 
Clave C 


Piden: 


= /J1+cos80% 
da 2 


Sabemos: 


Xx / 1 +c0sx 
fu, ARA 
bid 2 2 


Otra forma de expresar esta identidad es: 


ls |= [Tea 


Luego: 


> E= |cos40*] 

Como: 40% € IC = cos40* > 0 
> |cos40?| = cos40? 
-.E=c0s40* 


Clave B 


36. Por dato: cosx = q 


38. 


3 


Además: 180? <x < 270? 
90 <X <135> ell 


Z 2 
Piden 
tanX =+, [A—cosx 
El 2 1 +C0SxX 
XK Xx 
Como: > I1C = tan > es (-) 
Entonces: 
tan= = 
> tan S = 
.tanZ = 
an > 
Clave D 
. Sea: 


A = tan30(2c0820 — 1) — (2c0s20 + 1)tanó 


Sabemos: 
* cos30 = cosO(2c0s20 — 1) 
cos 39 2cos20 — 1 
cosO 
* sen30 = sen0(2c0520 + 1) 
> seng0 _ 2c0820 + 1 
end 
Entonces: 
pS cos 30 y _ /sen30 
A= an a ) o a Jtano 


A= ( sen30 ) cos 30 


sen30 ( sen0 ) 
cos30 / cosO 


senó cosO 
A= Sen30 _ seng0 _ 


cosO cosO 
..tan30(2c0820 — 1) — (2c0s20 + 1)tan0 =0 
Clave C 
Sea: 
H= se0íE + 8cos E 
Como ze rad = 40”, entonces: 
H =sec40* + 8cos?40? 
1 24n0 
= 4 
PTI + 8cos“40 
H=1+ 8c0s 40" 
cos 40? 
y 1+2(4008"40) 
cos 40? 
1 +2(3c0840" + cos 3(407)) 
H > o 
cos40 
Hi 1 +6c0s40* + 2cos 120? 
cos 40? 


39. 


40. 


41. 


1+6c0s40* + 2(-6) 


H SS 
cos 40? 
H= 1+6cos40-1 _ 6cos40* 
cos 40? cos 40? 
=H=6 
E se + 800" ZE =6 
Clave E 
Por dato: cotO = 242; 0 agudo. 
n 
1 
DAN O 
2/2 
Por el teorema de Pitágoras: 
2 
n=1?+ (2/2) =9>=n=3 
A AM 
Entonces: send = — = — 
n 3 
Piden: 
sen30 = 3send — 4sen*e 
a a 
sen30 = a(3) 4( E ) 
4 _ 23 
> sen30 = 1 27727 
. -2 
.. sen30 = 27 
Clave C 
Por dato: 
sen3x = 0,25senx 
senx(2c082x + 1) = 0,25senx 
Entonces: 
1 
==> 
2c082x + ñ 
COS2X = en 
—— 
1 —tan?x = 0 
1 +tan?x 8 
8tan?x — 8 =3 + 3tan?x 
> 5tanx= 11 
Piden: 
K =5tanix + 1=(11) +1 
-.K=12 
Clave E 
Por dato: 


tan3x = 5tanx 
sen3x _ p/ Senx 
cos 3x s( COS X ) 
senx(2c082x +1) _ 5senx 
cosx(2cos2x 1)  Cosx 


2c0s2x + 1 = 5(2c082x — 1) 


6 = 8cos2x 
=> C082X = z 


Luego elevamos al cuadrado: 


cos?2x = + > sec9x = 18 


9 
> tan?2x+1= a > tan?2x = o 
YT 
[tan2x] = 3 
Clave D 
42. 4coste” - —3 7 = ktan 18% 
cos 18 

4cos218-3 _,  sent8” 
cos 18? " cos 18” 


4cos"18* — 3 = ksen18? 
cos18"(4c0s18 — 3) = (ksen18”) . cos18* 
4cos*18” — 3c0s18” = ksen18*cos18? 
oy y /(2sen18*cos 18? 
cos3(18*) = E ) 


cos54* = (23 


cos(90* — 36”) = ksen36” 


2 
seng6e = Xsen36* 
2 
=k 
de 
.k=2 
Clave A 
CD Resolución de problemas 
43. Dato: sen = > = C0sO = dl 
Ud DE 
sen có NE 
¡PUES 
2_ 2 
sen q= + > 
ci 
“Sen y => 2-43 
Clave E 
44. Dato: 
sec0 =3 = cos0 = 1/3 
0_, /1+c0s60 
cos 9 =+ > 
1 
+= 
£_ 3 
cos g5 + 3 
9_y46 
cos E 
Clave B 
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CD Comunicación matemática 
45. 


46. 


47. 


E = tan0 + 2tan20 + 4tan40 + 8cot80 


Por propiedad: 
2cot2x = cotx — tanx 


Luego: 
E =tan0 + 2tan20 + 4tan40 + 4(2cot80) 
E = tan0 + 2tan20 + 4tan40 + 4(cot40 — tan40) 
E = tan0 + 2tan20 + 2(2cot40) 
E = tan0 + 2tan20 + 2(cot20 — tan20) 
E = tan0 + 2cot20 
= E = tan0 + (cotO — tan0) = coto 
E =cot0 
Clave B 


. Piden: 


Q = (1 +sec20)(1 + sec40)(1 + sec80) 
(1 + sec160) 


Sabemos: tan2x = Zane 
1 —tan*x 
tan2x _ 2 2 E 
e ds (22) cos?x — sen*x 
cos? x 
tan2x (1 +c0s2x) 1 , c0s2K 
tan x cos 2x cos2x  Cos2x 
tanz2x _ sec2x + 1 
tanx 


Aplicando esta equivalencia en Q, tenemos: 
0 = 20 —Á yl tan 80 y tan 160 ) 


tano /tan20 /ltan40 YA tan 80 
— tan 160 
tan0 
Clave B 


. Por dato: seno =L 10€ (90?; 180%) 


25 


y 


Por radio vector: x? + y =1? 


2 472=25 > x? =576 
>x=24 V x=-24 


Del gráfico: x < 0 = x= -—24 


y _-Xx_-2 
Entonces: cosO = Ta 
=> C0sO = —h 
Piden: 
sen20 = 2sen6coso 
_o(1 241 __ 336 
sli A Jl 25) 625 
336 
20 = -==2 
sen20 625 


Clave D 
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50. 


51. 


52. 


K= tan + 2sen? Xeotx 


2 
A O 
= K= tan-, + 2sen a 
lidad cm :) 
2sen cos 
2 2 
x x 
sen*  sen*cosx 
K= - + 2 
Cos y Cos 


X 
sen (1 + COSX) _ senz(2c0s” 7) 


Para 3 términos: 


1 ol X 

=1 
Sz = tanx + 7 en + tana 
A 


= (Lot X — L tan X 
S¿= (> Cot 2cot2x) +-ptan-; 


2 cot2x 


1 oth — 2cot2x 
2 


Para 4 términos, se obtiene: 


K= 254= Lct X - 20010x 
cosX cosX 0. 0 
2 2 
Como la serie original tiene (n + 1) términos: 
K = 2sen4cosX = senx A 
2 2 En ¿a ¿a 
.*.K = senx Clave D 
Clave D 53. E=csc10" +csc20” +csc40” + csc80” + cot80” 
XA 
Por dato: cot402 
8 
E=csct0* + csc20? + csc40” + cot40? 
a II pa 
Ñ cot20? 
de b A E =csc10" + csc20” + cot20" 
Piden —— 
C Cc Cc Cc cot10? 
n en=+X 2[ cos sen 
ai 2 e 22 2 2 ) = E=csc10" + cot10” = cot5? 
2 C C Cc C -E- o 
cos=3 cos-y X 2(c0s=3 — sen=3-) .E=cot5 
Clave A 
c 25en Sos E — 2sen? e 
tan 08 20 C C 54. E = secx + tanx 
2 cos cd - 2sen-7c0s-5 E = cso(90* — x) + cot(90” — x) 
, MN 
c  (senc)-(1=cosC) Sabemos: cot(=;) =CSCX + cotx 
a E (1 +c0sC)—(senC) o 
>E=cot( Y A ) = cot(45* 7) 
tan £ _ £0sC + senC —1 2 2 


2  cosC—senC+1 


MACIÓN 


_b+c-a 
2 by /c b=c+a 
A 
C_b+c-a 
tan = 
e b-c+a 
Clave A 
Sea: 
S=tanx+1 tanX 4 L tan A +..+ 1 tan X 
2.2 4. 4 nn 
Sabemos: 2cot20 = cot0 — tand 


= tan0 = cotO — 2cot20 


1 1 
> cot20 7 coto 7 tano 


Para 2 términos: 


S, =tanx + : tan a = cotx — 2cot2x + : tan a 


2 cot 2x 


AS IA E IT 
S» (7 0ot=; 7 lan) + tan 


>S),= Look = 2cot2x 
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55. 


E = cot(45" =>] 


Clave B 


Piden: 
_ [J1-cos200" 
1 +c0s 200? 
Sabemos: 


tanX =+ /1008x 
2 1 +c08x 


Otra forma de expresar esta identidad es: 
xp_ /f1-cosx 
tan Z | 1 +08 X 
Luego: 
1 - cos 200* 200* 
=|1 
1 +05 200* | ds 2 | 


> E = tan100*] 


Como: 100* € IIC = tan100? < 0 
> ltan100*] = —tan100* 
-.E= —tan100* 


Clave A 


56. 


57. 


58. 


Piden: 
_ / 1 — cos 400? 
1 + cos 400? 
Sabemos: 


X-+ / 1 —cosx 
2 1 +c0sx 


tan= 


Otra forma de expresar esta identidad es: 
l eox 

Luego: 

> E = ltan200*] 


Como: 200* e IIIC = tan200? > 0 
= |tan200*] =tan200? 


E = tan200? 
Clave B 
Por dato: send = ab 
Ñ a+b 
Piden 
tan 2-0 
E=tan(y 7) 
n_8y_x. 
Sea(% 2) 7 entonces: 
Xx 1 —cosx 
=+,/ (| 
E Ma 1 +C0SX 0 
.x_n_0 _T 
Como: > 4 ds > 0 
COsx = cos (5 9 ) = seno 
> cosx= 2D 
a+b 
o E=+ lan) a JD 
( 2a ) a 
a+b 
E=+, [2 
a 
Clave B 
Por dato: send = E 
A . o ls) 
Piden: tan(45 a) 
o, 8y_X. . 
Sea (45 + JS 7 entonces: 


san 4, [005 Al 
dio 1 +c0sx 0 


Como: 4 =45"+ E x=90" +9 


= cosx = cos(90” +0) = —senb 
COSX = (1) = p=m 
me+n m+n 


Reemplazando en (1): 


ñ tan(45* + =) 


Clave A 62. 


59. Sea: 


H= sen30 cos”0seng — cos 3Osen0 cos O 


(send cose Y 
H= sen30 cos” Osen0 _ cos 30sen”0 cos O 
sen%0 cos“9 sen*0 cos9 
H = sen30_ _ cos 30 
sen0 cosO 
dE sen9(2c0s20 +1)  cos0(2c0s20 — 1) 
sen0 cosO 


H = (2c0820 + 1) — (2c0s20 — 1) 
H = 2c0820 + 1 — 2c0820 + 1 =2 


A sen30 cos” Osen — cos 30sen?0 cos O =2 
(send cos O * 


Clave C 


60. Piden: tan3a 
Por dato: 2tan%a = 3tana + Gtana — 1 
> 1 - 3tanóa = 6tana — 2tan%u 


1 — 3tanía = 2(3tana. — tan*a) 
3 tana — tanda. 


1-3tan?a ) 


= (tan3a.) 


1 
2 
1 
2 


-.tan3a = z 


Clave D 


1 


61. Por dato: tana. = 3 


Luego: 
tanda - Sana tanda 
1-3tan?a 
Ai (1 P 
tanda = É ) (3) 
1- at) 
e) 
tan3a = 2 e 
+ E 
> tan3a = 2 
Piden: 


— 3tan 3a — tana, 
3 tan a — tan 3a. 


63. 


1 1 1 - is 
: (9) le - 3 sen18” = LedS y genrer = =1= 45 
a(1 13 q-% d 
nl > 
(5) ( 9 Como: 18” e |1C = sent8” > 0 
(2) -sen18” = lg 
>F= ÉL =-9 Clave A 
(=5) 
64. 
. F => 9 B 
Clave B pl 
Por dato: cota. = 242; a ellC 
(242, 1) y Ñ Ñ 
r Del MBHA: h = bcos-7- 
B 3 
Del MBHC: h = acos => 
Por radio vector: r =3 3 
Entonces: Entonces: b0os-- = acos => (1) 
senal = z al sena = : Por dato: a = 2b 
Reemplazando en (1): 
coso. 242 > COS 0 2/2 á aL se 3a 
3 3 bcos->=(2b)cos > 
Piden: a a 
€ endo. . seco — Senda cos-, 2[cos > (2c0sa. 1)] 
coso 4 
3 7 = 20080. — 1 
c - 3sena — 4senfa. 2 
COS OL 3 3 
i 10 > AS 2c05a = COSO. = 4 
35) G) a 
(2/2) (242) “0 =ar000s y 
3 3 Clave E 
2 ; Y2 - 2842 65. Dato: cot0 =1/2 = tan0 =2 
18/2 * Y2 36 ] 
2342 cos20 = 1-0 
ES 1 +tanó0 
36 
Clave D 2 
cos20 = 1= Z 
Por razones trigonométricas de ángulos 1+2 
complementarios se cumple: =. 00820 =- 3/5 
sen36” = cos54” Clave B 
= sen2(18”) = cos3(18”) 
mn A : 66. Dato: cot0 = 1/2 = tan0 =2 
Luego, utilizando las identidades de ángulo 
doble y triple, tenemos: tando = 3tan0 — tao 
2sen18*cos18” =4cos*18" — 3cos18* 4 — 3tanz0 
2sen18*cos18” = cos18"(4c0s18 -3 iia? 
2sen18? =4(1 — sen?18”) - 3 tan30 = Ea 
2sen18" =1 — 4sen?18" 1-32) 
> 4sen18* + 2sen18” — 1=0 . tan30 =2/11 
send 242 -4(4)1(-1) Clave D 
Z z 
2(4) 
sente? — 2 1420 2 1248 
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APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 71) Unidad 3 


1. A=2sen3x.cosx — sen2x 
A =sen(3x + x) + sen(3x — x) — sen2x 
A = sen4x + sen2x — sen2x 
.A= sendx 


Clave D 


2. B=sen15”.cos5” +cos25” . sen15” 
B =sen15*(cos25” + cos5”) 
B =sen15*(2c0s15” . cos10”) 


B = 2sen15*cos15*cos10* 
A 


(sen30*) 
Luego: 
1 


B =sen30* . cost0*” = 7 cost0? 
. p=£os10* 


2 
Clave C 


3. R=cos40* + cos80* + cos160? 


R= 2005| 80? : 402 )oos( 80? e ) 


—(cos20*) 


R = 2co0s60%cos20? — cos20” 
_o(L o o 
R= 2( 2 )eos20 cos20 


R =cos20* — cos20* =0 
-.R=0 
Clave C 


4. A=2sen7x.cos2x — sen5x 
A =sen(7x + 2x) + sen(7x — 2x) — senSx 
A = sen9x + sen5x — sen5x 
A = sen9x 


Por dato: x= L= 9x =E 
or dato: x 197 > 


=A=senA =1 


Z 

“.A=1 

Clave B 
5. P=sen135" + cos225” + sec315” 
P = (sen45”) + (—cos45”) + (sec45”) 
P =sen4b5" — cos45” + sec45” 
_ (12) (42 - 

P= (22) (4) +(12)=/2 

P=42 
Clave E 


6. L= sen10? + sen30* + sens0* 
) cos 10? + cos 30? + cos 50% 
_ (sens50? + sen10?) + sen30? 
(cos 50” + cos 10?) + cos 30” 
_ (2sen30”cos 20”) + sen30? 
(2008 30% cos 20?) + cos 30” 
_ sen30”(2c0s20* +1) 
cos 30(2c0820* + 1) 
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7. 


10. 


sen30? ala 
t 

cos 302" da 3 

¡48 
3 
Clave E 
_ 1 cos 2x + cos 4x — Cos 6x 
sen2x — sen4x + sen6x 
(1 — cos 2x ) — (cos 6x — cos 4x) 
(sen6x + sen2x) — sen4x 

Ñ 2sen?x — (-2sen5x . senx) 

2sen4x cos 2x — 25en2x COS 2x 
_ 2senx(senx + sen5x) 
— 2008 2x(sendx — sen2x) 
_ senx(2sen3xcos2x) _ sen3x 

cos 2x(2 cos 3xsenx) cos 3x 

H= SEX — tan 3x 
COS 3x 
.-.H =tan3x 
Clave D 


_ sen5A . senA —(cos7A — cos 3A) 
cos 5A . senA + (sen7A — sen3A) 


R= senSA . senA — (—2sen5A . sen2A) 
— cos5A . senA+(2cos5A . sen2A) 


sen5A(senA + 2sen2A) 
— cos 5A(senA + 2sen2A) 


R= sen5A = tan5A 
cos 5A dl 


-.R =tansA 
Clave A 
_ sen(2x +30”) + sen(2y + 30?) 
cos (2x +45") + cos(2y + 45?) 


M= 2sen( A | 20 80") 
2008 E, 


sen(x + y + 30%) . cos(x — y) 
— cos(x+y+45") . cos(x- y) 


_ sen(x+ y +30) 
— cos(x+y+45") 
Por dato: x + y = 15? 


Entonces: 
e Ya 
_sen(15"+30%) — sen45 "2 7 
cos(15” + 45%)  cos60% 1 
2 
M=42 
Clave B 
R =csc10* — 4sen70? 
1 o 
R= ———- -— 4Asen70 
sen10? 
R - 1 4sent0*senzo” 
sen10? 


TRANSFORMACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


12. 


_ 1 2(2sen10”sen70”) 


R 
sen10? 


_ 1-2(cos60* — cos 80”) 


R 
sen10? 


R= 1 -2c0s60* + 2c0s 80" 


sen10? 
ol o 
nl 1-2(7)+ 200580 _ 200880" _, 
sen10? cos 80? 
A R=2 
Clave C 


. Por dato: x + y = 30% 


C = C082x + Cos2y 


_ 2x+2y +) 
C= 2005/27 Jos (25% 


C = 2cos(x + y)cos(x — y) 
C = 2cos(30%)cos(x — y) 


C= cosa -y) 


2 
=>C= Y 3 cos(x — y) 
Sabemos: 


-1 < cos(x — y) £ 1 

1/3 < 4/3 cos(x-y) </3 
=Cel-43: 43] 
=.Cmáx. = (3 


Clave E 


Usamos la transformación a producto: 


205) 00075) =x 


(A+B) 
2 
Luego de dividir las dos igualdades obtenemos: 


2cos . COS 


405 =y 


2tan0 


Sabemos que: sen20 = 7 
1 +tan%0 


Reemplazando: 


2tan pastiB] 


sen(A+B)== 2 
(Al 
2 


sen(A + B) = A a 
Xx X+y 


Clave D 


. Por dato: A, B y C son los ángulos internos de 


un triángulo. 
=>A+B+C= 180% 


Piden: CD Razonamiento y demostración _ 2(2sen18” cos 2”) 


- = ¿sen18? 
ES sa sm . COS > 3. C=sen20” + sen24” + sen28” + sen32” S cos 2” iii 
sen ) C = (sen32* + sen20”) + (sen28* + sen24") éci "ER dE 
C = (2sen26*cos6”) + (2sen26*cos2”) A S 
% cos Ae sen( A-6 ) E C = 2sen26"(cos6” + cos2”) 
L= 2 2 - 00S=, C = 2sen26(2c054%c082”) E 
sen( A 7] c ) .C =4sen26” . cos4” . cos2” Clave D 
Clave D an 
L=2008 (47€) cos 2 7. Piden: 
4. Por dato: A, B y C son los ángulos internos de G= o 
o_ 6% sen 
L= 200s( 180 -—B ) “cosB un triángulo. 
2 2 >A+B+C=180" e- (sen58” + sen48”) — (2sen53cos 5”) 
L= 2cos(90* = 5) cose Además: sengs” sen8s” 
2 2 sen?A + sen'B + sen =m + noosAcosBcosC _ 2sen53"cos5” _ 2sen53” cos 5” 
L=2(sen£). cosÉ = sen2(£) Sea: E = sen“A + sen'B + sen“C sen(90* — 5%) cos 5 
2 2 Luego: o A 8 
-.L=senB 2E = 2sen%A + 2sen*B + 2sen?C C = 2senó3 2%) 5 
lí 2E = (1 — cos2A) + (1 — cos2B) + (1 — cos2C) 
Clave A 2E =3 - (cos2A + cos2B + cos2C) «0=É -48 
2E =3 — (-4cosAcosBcosC —1) 5 Clave E 
14. Piden: 2E =4 + 4cosAcosBcosC y 
_ cos BX + COS 3X E=2 + 2cosAcosBcosC 8. Piden: 
sen5x + sen3x á ) " 
Bx +3 Bx — 3, , oi m + ncosAcosBcosC = C05d+ 005 
X +3 XX = — senbx + sen3x 
- 2005 2 Joos( 2 ) Comparando: m=2 A n=2 a Ea 
5x + 3x 5x — 3x Piden: 2 cos (| EIN co ( PX 
2 
sen( 2 )eos( 2 ) ment (237+(2=4+4 7 $ 2, ) E 2 ) 
: E X + 3X X — 3x 
_ 2cosáxcosx _ cosdx men =8 2sen( 2 )eos( 2 ) 
2sendxcosx  senáx Clave B 
_ 2cosá4xcosx _ cos4x 
-. O = cotáx 5. Por dato: 2sen4xcosx  sendx 
Clave C 2 .C = cotá4x 
(secd + sec30)(cscO — csc30) = none 
PRACTIQUEMOS senp Clave C 
Nivel 1 (página 73) Unidad 3 1 1 X 1 1 ) _ meos”n8 | 9. Piden: 
CD Comunicación matemática coso  cos30/lsenO  sen30 senp0 _ 00812? —cos72* 
Mois ii - cda =- o sl (es 30 +c080 Y sondó sob ] E micos tn sen72” + sen12 
+ cos70” — cos80” =+2sen75” sens cos9cos 30 /1 senOsen30 senp0 _ —2sen42*sen(—30%) _ sen(-30") 
2sen42” cos 30" cos 30? 
* sen = sen A 2sen a cos nn (2 20 cos y 2cos 20sen0 ) = mcos”n0 . 
cos9 cos39 A senOsen30 senpd 1 =-(Esen30?) _ sen30” 
+ cos50” +cos18” = 2c0534 . cos16” 2La 299) 2 cos 30? cos 30? 
4 cos m.cos“n8 
+ sen20” +cos40” =cos70* + cos40* = . 43 
— 200855" . cos15* 2.(sen30 cos a a = L=tani9*= e 
* sen50” + cos20? =cos40* + cos20" 8cos” 20 _ mcos”n0 /3 
=2c0830* cos10* sen60 senp0 BS 3 
Comparando: m=8;n=2;p=6 Clave E 
2. * 2sen8x.cosx =sen(8x + x) + sen(8x — x) aL en 8.+26=(1016 10. E =sen7xsen2x — sen6xsen3x + cos6xcos3x 
= sen9x + sen7x Ñ ea 60 de =( J6 = (10) Multiplicando por 2 a la expresión y empleando la 
Ao transformación de producto a suma o diferencia, 
* 2sen10a . sen2a. = cos(10a. — 201) — Clave E tenemos: 
cos(10a. + 20) Ñ 
= cosga — cos 120. 6. 0 -sen4”+ 2sento? + sen22" 2E = cosóx — Cos9x — (cos3x — cos9x) E con 
as 1 (seng0 — sen20) ici 2E = cos5x — COS9X — COS3X + COSOX + COSOX 
22 e (sen18” + sen14?) + (sen22? + sen18”) + COS3X 
4 cos?90 2E =COos9x + cos5x 
* cos8fB .sen5f = —(sen13f — sen3 0x +5 9x — 
P P 2 P P) $ (2sen16" cos 2? ) + (2sen20* cos 2?) 2E= 2005 MEA) 095 (BA) 
. o o = o o 2 o 
2cos70* .cos25” = cos95* + cos45 cos*2 E = 2c087xCOS2x 
T n_1 5n 1 2sen16” +2sen20 _ 2(sent6? + sen20?) E = 0087XC082X 
. o = G = e 
sen-g- C0S-7 = (sen + senz7) cos 2* cos 2 eek 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 3 [ 65 


11. 


Por dato: 

» D(0) = cos140 — cos160 
D(0) = -2sen150sen(-0) 
D(0) = -2sen150(—sen0) 
> D(0) = 2sen150seno 

(0) = cost08 + z 
2cos100 + 1 

2 


* q(60): cociente 
«r=0: residuo 


d(0) = 


Se cumple que: 
D(0) = d(0)q(0) + r(0 
Entonces: 


2sen150sen0 = (E9st8+1) a) +0 


4sen150senO 
(2cos 100 +1) 


Por identidad de ángulo triple: 

sen150 = sen50(2c0s100 + 1) 

4sen50 (2 cos 100 + 1)sen0 
(2 cos 100 + 1) 


-.q(0) = 4sen6 . sen50 


q(0) = 


> 0 


Clave C 


CD Resolución de problemas 


12. 


13. 


Suma de los (n + 1) es: 
S = senf . sec3B + sen3f . secoB +... + 
sen3"p . sec3" +1 
_ senf ES sen3B 
cos3g  cos9B " c0s3 
* Analizamos al primer término: 
seng _ senfcosf al 
cos3p  cos3Bcosp 2 
4 sen(3B PB) 
2 cos3f cosf 


+ De igual forma descomponemos el resto de 
términos: 


sen3"p 
aa 


sen2f ) 


cos 3B cos B 


: (tan 38 — tanf) 


— 7 = <(tanap — tanf) 

a = <(tanop — tan3f) 

2 = : (tan27f$ — tan9p) 
sen3”p 1 n+1 n 

== = —(tan3 — tan3 

cos3t+ig 2 j úl 


e <(tang"* 18 —tang) 


Clave C 
Tenemos: 


a = sensa + senda = 2senda . cosa 
b = cos3a, — cosha = 2senda . senal 
a? + b? = 4[sen4a.(cos%a + sen?a.)] 
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a? + b? = 4senda 


a? + b? =4(2sen2o. . cos2a.)? 
al +b?= 16sen2a . cos”2a. ... (3) 


A = cota =2 = tano 


b 
2tan (2) 2ab 
senza. = == — 5 += 
1 +tanía 1+(5) ac+b 
a 
(Y 
cos2 _4tanla ? a) e 
' 2 DO 
1 +tanóa 1+(9) ac+b 
a 
+ Reemplazamos en (3): 
E A 
a+ 010( a) an 
ac+b ac+b 


(a? + 12 = 64a%bYa? — p?)? 


Nivel 2 (página 73) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
14. Sabemos que: A+ B +C= 180" 

+ cos”A + cos'B + cos?C 


= 1-2 |eosA cosB 00sC. 


A 


2 B 2 
* sen 
2 


2 
+ sen + sen 
2 


» cos2A + cos2B — cos2C 


= — 4senA.. senB . senC +1] 


* sen2A + sen2B + sen2C 


=4 [senAsenB senC_ 


* Si: A=90 
cos(B —C) 
[1]. sec(C —B) 


tanB = 
15. 
* sen(a + b +) + sen(a +b-—c) 
= 2sen(a + b)cosc 


» 2senB .senC = cos(B — C) — cos(B + C) 
= cos(B — C) — (—cosA) 
= cos(B — C) + cosA 


Cc 

2 
a A B e 
1+ 2sen-, sen-) sen-, 


(F) 


+ S=c0s 0 + 00820 + cos 30 +. 
"n" términos 
28 =2c08%0 + 200820 +... + 200820 
2S =1 +c0s20 + 1 + cos40 +... + 1 + c0s220 


2S =n + cos 20 + cos 40 + cos 2n0 
— — A A IAEA 

razón = r=20 

H de términos = n 


-20 
E sen(" z ) xcos(2 240) 
sen(S-) 


IES BO cos(0 + n6) 
send 


sen n0 Xx cos(n + 1)0 


aid 2sen0 EY) 
Clave D 
Clave C | (1) Razonamiento y demostración 
a a 
16.E= /1 + COS) +12 +42 5enZ 
= 2a a 
E= (2c0s q) +42 +42 5003 
E= 4/2 [0057 |+/25enq-+V2 
Por dato: a, € (0; 27.) 
O a 
4 (o 2) qe 
= 00sq- >0 [cos | cos Y 
Luego: 
E= 12 cos +42 500 G- +2 
_ al a. 
E 12 [cos +seng]+V2 
zz TA 
E=/2[V2 sen(% + q)]+ 2 
a T.Aa T 
E 25en( + q )+2senz 
pa T [04 T 
E 2|sen(< + q)+senz 
a T,a a 
E 2|250n(7-+-<-) - cos] 
] Tn, a 
:.E=4sen(< E )eos a 
Clave C 
17. Piden: 


A cos E 
> cos(B-C) +c0sA 2599 cos > 
sep 
> 
cos(B — C) + cosA = 2008 A 
cos(B — C) + cosA = 1 +cosA 
cos(B — C) =1 
B=C=B-C=0 
cos0” = 1 (Vv) 


_ sen6f — sen2f 
cos 2f — cos 6$ 


sen14f — sen10B 
cos 148 + cos 108 


_  2c0s4Psen2f 2 cos 12fPsen2fp 
—2sengpsen(-28)  2cos12B cos 28 

_ cos4Psen2f sen2f 
—sen4dp(—sen28)  cos28 


_ cos4Psen2f 

sen4fBsen2fp 

P =cotáf + tan2f 

P = cotá4f + (csc4f — cot4f) 
P =Csc4f 


+ tan2f 


Como f = TE entonces: 


P =0504( T ) = 0sc T_ =csc18* 


40 10 
A A E 
sen18* (E) Y5-1 
4 


po 4 (15+1) -445+1) 
(45-10) (45+1) 4 


P=4/5 +1 


Clave E 
18. Por dato x e y son ángulos agudos y 
complementarios. 


=>x+y=090* (1) 
Además: 


Y 2 sen(x — y) = sen38” + sen22? + sen8? 
Y2 sen(x — y) = 2sen30*cos8” + sen8” 
2 sen(x — y) = 2(5)00s8" + seng 
iZ sen(Xx — y) = cos8” + sen8” 

Y2 sen(X — y) = sen82” + sen8” 

Y/2 sen(x — y) = 2sen45*cos37" 


Y 2 sen(x - y) = AE Juosar” 
sen(x — y) = cos37” = sen53" 


Entonces: x — y = 53? 


y 1430 _ 37 
De (1) y (II): x= > A y > 


1) 


Piden: 


20218) 


> 2x + 4y = 143" +74” =217 
.2x+4y =217 
Clave C 
19. Sea: 


_ cos21*(c0s21” + cos 147”) 
cos 69”(c0s 21” — cos 147”) 


_ cos21”(2c0s84” . cos63”) 
— cos 69”(—2sen84” . sen(—63*)) 


200521” . cos 63” . cos84* 
2c0s69” , sen84” . (—sen63”) 


Pero: cos69” = sen21? 
_cos21” .cos63” . cos84” 
sen21” . sen63” . sen84” 


=H=cot21*. cot63” . cot84” 
=H=cot21? . cot3(21*) . cot4(21?) a (11) 


20. 


21. 


Por dato: 
cos 21”(c0s 21” + c0s 147?) _ oe clds 


cos 69*(cos 21? — cos 147”) 


= H =cotx. cot3x . cot4x ...(2) 
Comparando(1) y (2): 
x= 210 

Clave C 


Por dato: O es agudo. 


Además: 
tan60” . send = sen35? + sen25” + cos55” 
tan60” . send = 2sen30* . cos5” + cos55” 


tan60? . send = 2(5)00s6" + cos55" 


tan60* . send = cos5* + cos55” 
tan60” . send = 2cos30* . cos25” 
(4/3) . seno = eE Jeos2s" 


sen0 = cos25 
= sen0 = sen65” 


-.0=65" 
Clave D 
Sea: 
E=sen22" + 12 senta: — senb” 
E = (sen22* — sen6”) + Y2 sen14? 


5 
E = (2c0s14” . sen8”) + A senta: 


Luego: 


Py (24 
sénpra /f1—cos 16 _ / (75) 
2 2 
e 


o 1 
sen8” = = : 
V50 5/2 Y2 


Ya 
10 


> sen8” = 


Reemplazando en E: 


E=2cost4* . Y2 Y2 


A aa 
gn Y2 YZ 


= > cost4 + e A 
E= A (ost: + sen14”) 


Pero: sen14* = cos76* 
Entonces: 


E=S 2 (costas +Cos76") 


E= Y2 (2c0s45* . cos31”) 


5 

E= (7d E cos31>) 
2 o 

E=% 1 
posi 


22. Piden: 


.sen22* + A sen14” — sen6” = : cos31* 
Clave D 
2m , 41 6r 
A=cCc0s 7 + COS 7 + COS 7 
Por series trigonométricas: 
Primer ángulo: P = = 
Último ángulo: U = = 
n.* de términos: n = 3 
A 2n 
R == 
azón: r > 
nr 
sení — 
is a) cos (4) 
sen(L) ; 
2 
Luego 
3.21 27, 6m 
sen(%77) al Do 
2n 2 
sen(77) 
3 
sen 
A= L vos 
iia 
S 41 3T 
Pero: cos == =- cos H 
ero: COS 7 cos 7 
senol | c9s 41 
> A=—E 1 
uN 
sen 7 
2sen 92 ¿os 37 sen 4% 
A= 7 7 7 
2sen E 2sen E 
sen 7 sen 7 
_ xr 
a sen(n >) Ñ senT 
xr xr 
2sen 7 2sen 7 
1 
¿A=-> 
2 
Clave E 


CD Resolución de problemas 
23. Tenemos: 


sen(x + a)sen(x + b) = — foos(x +a-x-b)- 
cos(x + a +x+b)] 
cos(a — b) = > oosía — b) - cos(2x + a + b)] 


- cos(a — b) = cos(2x + a + b) 
L =cos(x +a ) . cos(x + b) 


L = Slcosx+a xD) + cos(k+a-+x+bJ] 


L= Sos(a — b) + cos(2x + a + b)] 
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Restando (senx) en ambos miembros de la 


Sea: P = senA + senB — senC 
Luego: 


P= 2sen(£ > 009/43) -seno 
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igualdad: 
3senx + senx = sen(x + 20) + senx 
Asenx = 2sen(x + 0) . cos0 
= 2senx = sen(x + 0) . cosd (1) 


L : [cos(a — b) — cos(a — b)] pa 2sen( ll 2 c )eos( A-B ) senC igualdad: 
1 c A-B 3senx — senx = sen(x + 20) — senx 
L==>3(0)=0 P= 2sen( , a cos a ) senC 2senx = 2cos(x + 0) . send 
Clave B = senx = cos(x + 0) . senó ...(11) 
C A-B C 
P =2c08-+Ccos 2sen-+cos ividi : 
a 3a Q 2 2 ( 2 ) 2 Dividiendo (l) y (11), tenemos: 
24. 2P= 2sen=,> sen + 2cos%a 2senx _ Sen(x+0) . 00s0 
2P = cosa. — cosa. + 1 + 00820. P =2c08 o [cos ( A 3 E ) sen : | senx  cos(x+0). sen0 
2 =tan(x + 0). coto 
2P=1 +c0sa. =2c0s" 2 o O AFB 
2 Pero: sen = 00s( a ) 2 =tanx+0). (4) 
P=cos "4 
2 _ C A-B A+B 
Clave C =P =2c08- [cos z ) cos( a )] ] arte 0)_, 
Nivel 3 (página 74) Unidad 3 P= 2008 | -2s0n2-sen(-5)] Clave A 
CD Comunicación matemática A % Él 29. Por dato: 2cosx = cos(x + 20) 
25. P =2008-> | 2sen=> ( sen- )] Sumando (cosx) en ambos miembros de la 
l. sen(2x + 10%) . sen(20* — 2x) igualdad: 
l ieos(2x + 102 — 20" + 2x) — cos(2x +10? P = 4senAsenB cos £ 2cosx + cosx = cos(x + 20) + cosx 
2 : 2.2.2 3cosx = 2cos(x + 0) . cosd 
+ 20? — 2x)] 3 a | 
1 ioosltx — 10) — cos30*] Piden: > y Co8x =Cos(x +0). cos (1) 
senA + senB — senC : 
4 A N= Restando (cosx) en ambos miembros de la 
7 Toos(áx — 10) - 22] sen£sen S-sen= igualdad: 
. P 2C0SX — COSX = COS(X + 20) — COSX 
-1 E cos(4x — 10%) < 1 NS E cosx = —2sen(x +0) . send 
1-8 scott 10) 1d 1 0 = —Loosx=sen(K +0) seno A) 
A... BC 
sec WES ve 4sen-)-sen-7-008->> Dividiendo (1) y (II), tenemos: 
áx. = 7-* 
2 4 Acan Bisan O. 3 
sen-,-sen--sen-> y osx _ cos(x-+0) . cos0 
Il. 2sen(3x + y) . sen(3x — y) — 2sen(x + y). E a Ao sen(x +0) . send 
sen(x — y) 2 Cc 2 
N=4 =4cotH 
cos2y — cos6x — (cos2y — cos2x) Eh (e 2 3 = cot(x + 0). cot0 
cos2x — cos6x = 2send4x . sen2x dE 2 -. cot(x + O)cotO =-3 
3x — sendx)? = (sen(90? — 3x) — sendx? :N=4oot= id 
lll. = d 
(eesea de ei . a da de 30. Sen0 — sen29 + sen30 + sen40 
[2sen( 20 > lA )eos( 90 z X )] sen20 
27. =A + Bcos0 + Ccos20 
2/90 — 2 /90* 
¿sen (22)uos (EA) N — Cos 3a. + 4103 cos 2a + cosa. Sea: 
sena + 4103 sen?a + sena. H= sen — sen20 + sen30 + sen40 
4( — cos (90? — 7x) 6 + cos(90* + x) ) sen20 
2 2 _ (cos 3a + cosa) + y 103 cos 2a. H= (sen30 + send ) + (sen40 — sen20 ) 
(1 — sen7x)(1 — senx) (v) (sen3a. + sena. ) + 4103 sen2a. sen20 
2sen20 cos O ) + (2cos 30sen0 ) 
IV. cos20” + cos100* + cos140? / = ( 
cos20* + 2c05120*cos20" n= ne — a ó senz0 
cos20” + 2(—cos60”)cos20” lao deca H= 2sen28 cos8 , 2cos 30senQ 
cos20” + 2(— 1/2)c0s20? cos 2 senz0 sen20 
2.0 (E) Y = cotZa 
enzo. H =2c0s0 + 2005 30seng 
Clave E «N=uve 2sen0 cos O 
CD Razonamiento y demostración Clave E H=2c080 + y 
26. Por dato A, B y C son los ángulos internos de : 
un triángulo. 28. Por dato: 3senx = sen(x + 20) cos0(2c0s20 — 1) 
dB =100%=+md Sumando (senx) en ambos miembros de la H = 20080 + 2050 


=> H=-1 +2c080 + 2c0820 


Del enunciado: 
H =A + Bcos0 + Ccos20 


31. 


32. 


33. 


Entonces: 
1 + 2c0s0 + 2co0s20 = A + Bcos6 + Ccos20 


Comparando: 
A=-1;¡B=2¡C=2 
Piden: 


A +B+C= (1) + (2) + (2) =3 ¿A+4B+C=3 


Clave E 


Por dato: A, B y C son los ángulos internos de un triángulo. 
=>A+B+C= 180" = 71 rad 

Por propiedad: 

sen2A + sen2B + sen2C = 4senAsenBsenC 


Sea: H = sen2A — sen2B + sen2C 


H= 2cos( 2A a 28 )sen( 2A 3 28 Ja sen2C 


H = 2cos(A + B)sen(A — B) + sen2C 

H = 2cos(n — C)sen(A — B) + sen2C 

H = 2(-cosC)sen(A — B) + 2senCcosC 
H = 2cosC[senC — sen(A — B)] 

Pero: senC = sen(A + B) 

= H = 2cosC[sen(A + B) — sen(A — B)] 
= H =2cosC[2cosAsenB] 

= H = 4cosAsenBcosC 


Piden: 
_ sen2A + sen2B + sen2C 
sen2A — sen2B + sen2C 


po 4senAsenBsenC 
H 


_ 4senAsenBsenC 
4 cos AsenB cos C 


A (5520) = (tana) (tanC) 


.L=tanA. tanC 


Clave C 
L = cos4x + cos8x + cos12x + cos16X 


L = (cos8x + cos4x) + (cos16x + cos12x) 
L = (2cos6xcos2x) + (2c0s14xc082x) 
L = 2c082x(cos14x + cos6x) 


L = 2c082x(2c0510xc084x) ..L=4c0s10x . cos4x . COS2x 


Clave B 


2sento + 2c0s"(x — 01) + 2sen (x + a.) =4 

1 — cos2a + 1 + 00s(2x — 201) + 1 — cos(2x + 201) =4 
cos(2x — 20.) — cos(2x + 20) = 1 + cosZa 
2sen2x . senza =1 + cosZa 


1 +cos 2a 


2 = 
o 2sen2a 


senZx = Y 


: 1 est 


senZa 
sen2x = > oota 
Clave A 


34. Sea: 


M=sen? E + sen? 22 y gen? 41 


9 9 9 


2M = 2sen? a + 2sen? = + 2sen? E 


2M= 1009 +1 005 q 041 cos e 


4 


T 8n 
+ COS 
9 


21 
Cos 9 


21 
2M= 
3-cos 9 


21 
2M= 
3 cos 9 


2M=3 cos = + COS = 


2M=3 


[cos 


2cos z cos 2% 


2( a )cos = 


Clave D 
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4 k+cosa _ sena 
: senal 


1 - cosa 
k — cosa — kcosa. + cosa. = seno 
k(1 — coso.) + cosa: = senza + cos%a. 
k(1 — cosa) = 1 — cosa 
| 
Clave A 
2. Por condición: 
cotf + tanf =k 

cos”B +sen?p 


cosf  senf 
—— + — = 
senf . cosf 


senf  cosp — 
cscf . secf =k 
senf . cosf = 1/k 

Nos piden: 

(senf + cosp)? = senp + 2senfcosp + cos p 


1 + 2senf . cosB 


1+2k= 2 


Clave E 


3. M=cot40" + /3 tan10” . cot40” + tan10* 
M = tan50* + tan10* + tan60*. tan10? . tan50? 
M =tan50” + tan10* +tan(50? +10”) . tant0? . tans0? 


tan 50? + tan 10? 


M =tan50* + tan10? + 1 —tan50*tan 10* 


x tan10? . tan50? 


Factorizamos: (tan50* + tan109). 


A . 6 _tan50” tant0? _ 
M = (tans0* + tan10 8 +7 amor) 


M = (tan50* +tano[i — A .tan10 ) 


tan50* + tan10* 
1 —tan50*.tan10? 


= tan(50* + 109) 
+. M=tan60* = /3 


Clave B 
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4. 


Del dato tenemos: 
tan2x 


=sec2x +1 A tan2x. tanx = sec2x — 1 


tanx 
sec2x + 1 — sec2% — 1 — sec2ó — 1 0 = k 


= 


“10” términos 


sec2x — sec2% — sec2x sec21x =k +8 
M = sec2x — 1 (sec2% 1) - (sec2óx =1)-..- (sec2x - 1) 
M = (sec2x — sec2%x — sec2óx — ... — sec21'x — 1) +8 
M=k+8+8 

. M=k+16 


Clave C 


k = Sen3a. 
sena. 
cosa. 


— 2cosoL 


k = (2c0520. + 1)cosa. — 20050 
k = cosa(2cos2a + 1 — 2) 
k = coso(2cos2a. — 1) 
k = cos3a 
Clave B 


A=c0s?25" + sen?5* — sen5? . cos25" 
2A=2c08"25" + 2sen*5" — 2sen5” . cos25" 
2A= 1 +c0s50* + 1 — cos10” — sen30” + sen20? 
2A =2 +cos50” — cos10? — 1/2 + sen20” 
2A = 3/2 — 2c0s30* . sen20” + sen20* 
2A = 3/2 — 2(1/2)sen20* + sen20? 
. 2A=3/2 => A=3/4 
Clave E 


7. M=sen(30* +x) — sen(30* — x) 


Transformamos a producto: 
M= 2cos30"senx = /3 senx 


N =sen(60* + x) — sen(60* — x) 


Transformamos a producto: 
N = 2c0s60*senx 


Luego tenemos: 
MXN = /3 senx. senx= /3 sen*x 


Clave D 


70 l Intelectum 4.? 


8. k= 8sen*x + sen?2x 


8sen?x , sen?2x 


— 3senóx = — 3sen?x 
4senx Asenx Asenx 
4sen?xcos* x 3 
k = 2senx + 3sen“x 
Asenx 


k = 2senx + senxcos*x — 3sen*x 


k =senx(2 + cos 2x) -3senx =senx(3 — sen*x) - 3senix 


k = 3senx — senóx — 3senóx 
k = 3senx — 4senóx 
k = sen3x 
Clave B 


AC =AE + EC 
AC = 6seca = 4cota + 4tana 
6seca. = 4(tana. + coto.) 
6seca. = 4csca. . seca 
sena =4/6 = sena = 2/3 


*. 1 — sena = 1/3 


Clave A 


CC Unidad Y) 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
Nivel 1 (página 78) Unidad 4 


1. 


10) = 7cos?x + 2 

Sabemos: 

1 <cosx < 1 
0<cos'x< 1 
0<7costx<7 
2<Tcos'x +2<9 

 ——— 
1) 
>2<f(x) <9 


Por lo tanto, el rango de f es: [2; 9] 
Clave E 


f(x) = 5]senx] + 6 
Sabemos: 
1 < senx < 1 
0 < Isenx] < 1 
0 < 5]senx|< 5 


6 < 5|senx] + 6 < 11 
a dl 
fx) 
>6<t(x) < 11 


Por lo tanto, Ranf = [6; 11] 
Clave A 


_ 15 
q cosx +4 


Sabemos: 
1 <cosx < 1 


3<cosx+4<5 


>23<1(x)<5 
Por lo tanto, Ranf = [3; 5] 
Clave C 


M =7sec3x + 2 
Para el dominio: 
3x ER — ((2n 4 195/n Z 


>xeR-— ((2n+1)5/neZ) 


Por lo tanto, DomM =IR — ((2n + 1) /n eZ) 


6 
Clave A 


f(x) = dd — 8)senx + 7 

f(x) = sen ex — 8senx + 7 

f(x) = sen lx — 2(senx)(4) + 42+7-4 
f(x) = (senx — 4)? — 9 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Sabemos: 
1 < senx < 1 
5 £ senx — 4< —3 
9 < (senx — 4)? < 25 
0 < (senx — 4)? — 9< 16 
RA HA 
0<fx) <16 


Por lo tanto, el máximo valor de f(x) es 16. 
Clave E 


Por dato: x € [0; e 


Analizando en la CT: 


Entonces: 


L <00sx<1 


1 < 2cosx < 2 
6<2cosx+5=<7 
A 
6 <flx) < 


Luego: Ranf = [6; 7] 
Por dato: Ranf = [a; b] 
>a=6pAb=7 
Piden: 


a+b=6+7=13 
.a+b=13 


Clave D 


- 9 =54/008x — 1 


Para el dominio: 
cosx—1>0 
cosx > 1 


Pero: cosx < 1 
Entonces: cosx = 1 
Analizando en la CT 


Los valores que cumplen la condición tienen la 
forma: (2kx / k € Z) 


Por lo tanto, Domf = (2kx / k € Z) 
Clave A 


_ COSX 
lt0= 1 — senx 


Para el dominio: 
1 — senx% 0 

=> senx X 1 
Analizando en la CT: 


YAx/2; 5m/2; 9/2; ... 


x4 (5 +2kn/kez] 


Por lo tanto, Domf = IR — 5 +2kn/k e 2) 


Clave A 


Las coordenadas del punto Q son: 
(cy) = (E: y) 
De donde: yy = senxy 


> Ya sen JE sen135* 


AZ 
2 
Las coordenadas del punto P son: 

; Tr. 
o; Y2) = (E 12) 


De donde: y, = senx, 


7% =seng15" d2 


> y, =senG > 
Piden 
Co) 
y; +y2=0 


Clave C 


Las coordenadas del punto A son: 
(4; y) = (4; 1) 
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== 


De donde: y, = 2senxy; O < xy < 5 
1 = 2senxy 

> Senxy = 7 = xy =300 a 
Las coordenadas del punto B son: 
(2; y2) = (o; 1) 
De donde: y, = 2senxy; a <x<n 

1 = 2senx> 
> senxo= 1 > xo = 150 = IE 
2 2 2, 6 


El área de la región triangular AOB será: 


- (BJ) _ (2) 


di 2 
M_n 2n 
a a E 
A 2 2 
“-Aaa0B = "y 
11. Por dato: f(x) =cotx » Ranf= |—/3;/3] 
Del gráfico: 
= = 13% .T 
f(m) = cotm = 13; me(D; 5) 
T T 
> cotm cot- > m 5 
= A T. 
f(n) = cotn = 3ine (51) 
> cotn cod > N as 
a _|z. 57 
Entonces: Domf = 656 
Piden: 
-R3M_ 
m+n= din 
m+n=x1 
12. Piden el rango de: 


f(x) = senx + cotx. cosx — 1 


fx) = senx + L5X  cosx — 1 
senx 


>senx40=>x+(kn/keZ) 
= Domf = IR — (kn /k € Z) 


Luego: 
2 2 
_ SeNTX+COoSs”Xx _ 
fx) = 
senx 


109 = L— — 1 =050x 1 


72 [ Intelectum 4.2 


Clave C 


Clave B 


13. 


14. 


A partir del dominio y analizando en la CT, 
tenemos: 

=o00 <csex<-—1 U 1<cscx< +oo 

00 <cscx — 1 <-—2 U 0O<cscx— 1< +00 


— 
=o<f<-2 UU 


A 
0 < f(x) < +00 


> f(x) € ( oo; 2] U[O; +00) 


Un equivalente es: f(x) € R — (—2; 0) 
Clave D 


sec2x: 2x 4 (2n + 05 neZz 
x4(20+1)5: neZ 


cscAx: 4x + nx; ne Z 
xhnF:nez 


Luego: 


h(x) = 2052x 


— 2sen2x cos 2x 
Cos 2x 


= 2sen2x 


+. Domh = IR — (me): neZz 


Ranh = (-2; 2) — (0) 
Clave E 


En el gráfico: 


T 


2 


Se observa: px 7) 0<x< 


Como la función y = senx pasa por el punto P, 
entonces se cumple: 


y=¿ =senxp; 0<x < > 


=> Ssenx;y = 
12 6 


>Xx= 


Piden el área de la región sombreada: 


(base )(altura) 
Asomb. = ES 
3T 1 
(5-+](2) 
Asomb. = 2 
(5-$)(2) 
2 62 
Asomb. SE 2 


Clave C 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 80) Unidad 4 


CD Comunicación matemática 
1. 
Ze 


CD Razonamiento y demostración 
3. f(x) = csc2x 
Por dato: Domf = 5a, 14 
8' 8 
5T TT 
> 8 <x< 8 


Analizando en la C.T.: 


> 4 <2x< 


Entonces: — 2 < csc2x < —1 
4/2 <tf(x) < -1 
-«Ranf= (-4/2;-1] 
Clave D 


4. Piden el rango de la función f. 
f(x) = (senx + cosx — 1)(senx + cosx + 1) 


De la función f se observa que aparecen las 
funciones seno y coseno, sabemos que están 
definidas en IR. 

= Domf = IR 


Luego: 

f(x) = (senx + cosx)? - 1? 

f(x) = sen?x + 2senxcosx + cos'x — 1 
f(x) = (senx + cos?x) + 2senxcosx — 1 
f(x) = (1) + 2senxcosx — 1 

f(x) = 2senxcosx = sen2x 

> f(x) = sen2x 


A partir del dominio, tenemos: 

xER > (2x) € IR 

=> -1<sen2x< 1 => -—1<f(x) < 1 
.Ranf =[-1; 1] 


Clave B 


5. Piden el dominio y el rango de f. 


COS X 


f(x) = tanx.. 
senx 


El dominio de f son todos los valores admisibles 
de x, entonces: 


Por la función tanx: x 4 (2k + 0 kez 


Además: senx 40 = x % km; k € Z 8. Piden el rango de la función: f(0) = cos 
De ambas restricciones deducimos: 


x + E kez 


Analizando en la CT: 


..Domf = IR — [E rkez] 
Una vez definido el dominio de f, simplificamos la 


expresión para obtener el rango de f. 


COSX _ ls In 
senx COSX / SENX 


f(x) = tanx 


> f(x) =1 
-.Ranf=(1) 


IA 


Entonces: —1 < cosO 


Clave B 


Piden el período de las funciones: 
|. f(x) = 2sen3x + 1 
Sea T: el periodo de la función f, 
> f(x + T) =f(x) 
2sen3(x + T) + 1 = 2sen3x + 1 
sen(3x + 3T) = sen3x 
sen(3T + 3x) = sen(21 + 3x) 
21 


3 


Clave B 


CD Resolución de problemas 
9. Tabulando obtenemos: 


Comparando: 3T =21. =T= 


=14-—tanX* 
IL g(x)=1 tanz 


Sea T: el período de la función g. 
= glx + T) = g(x) 


(x+T) % 
3 1 —tanz 


tan 


Ambas gráficas se intersectan en un solo punto: 
(0; 0) 


3 Clave B 


10. El sinusoide de x, está representado por la regla 
de correspondencia: y = senx 


A) (551) =059 x= $ ay=1 


Comparando: - =n=>T=3n1 


II. h() = 2co0s4x — 3 
0 T: el período de la función h. dd dd 3 qa 3 i M 
> h(x + T) =h(%) B) (411; 0) = (x; y) >x=4r Ay=0 
2cos4(x + T) — 3 = 2cos4x — 3 
cos(4x + 4T) = cosdx > y = senán =senzr =0 (v) 
cos(4T + 4x) = cos(2r. + 4x) 


o) 2751) (xy) > x Ey 1 


Comparando: 4T=21. > T= = 77 
Clave E 
Ml =y=sen[ 7)> seníi = (-1)=1 (Y) 
Piden el dominio de la función f. 
= 31 
16) = 3tan(4x +37) o) (15.1) ias TE py ! 
Entonces: ó i 
T 
(635) 00+ 00 z A (E) 
4 y 1 _T 
ci 2 2 ss ME yea 2 
dx£nn—mñm 4 2 
T 
sio > y =sen (E) 
xEeR-/(n-1)%/nez 
- l Ya = sen-MT 2 (v) 
: E T 4. 2 
-.Domf=R —((n— 1)7/neZ) 
Clave C Clave D 


Nivel 2 (página 80) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 

11. 

12. 


CD Razonamiento y demostración 


13. Por dato: x € (o; 5) 


Además: senx = 8 1 


De la gráfica: O < senx < 1 
Entonces: 


a_ 
0<>7 1<1 


a 
1<7<2 


2<a<4 
-.2€(2;4) 
Clave A 


14. Por dato: 
f(x) = 2|cosx] + 3; v x € IR 
Piden: Ranf 
Como: x € R= —1 < cosx < 1 
=> 0 < [cosx| < 1 

0 < 2lcosx] < 2 

3 < 2]cosx] + 3<5 

3<1f(x) <5 
> f(x) € [3; 5] 
.. Ranf = [3; 5] 
Clave C 


. Por dato: 


cal dle ds 
Ax y =A(x 5):0<x< 2 =y=2 
Además: el punto A es un punto que pertenece al 
gráfico del cosx. 


> y = COSX => 3 — osx 


5 


Luego como x es agudo: 


Por el teorema de Pitágoras: k =4 
k_4 


= tanx = 3 


Piden: M = tanx + cos*x 


E A 
M=(3)+(%) 5 
Clave B 
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16. 


17. 


18. 


Por dato: 
109 = 4/3 [secx; Eo <x< 


o/y 


Analizando en la CT: 


la  secx 
restricciones en el intervalo dado. 


Además: —2 < secx < —1 
> 1 < |secx] <€ 2 


13 < 13 [senx| < 2/3 
—— 


Observamos que no presenta 


(3 <t(x) <24/3 
> fx) € [/3; 2/3] 
-Ranf=|[/3, 243] 
Clave E 
f(x) =2+ desc) 
Piden: el rango de la función f. 
Donde: 3 Anm;neZz 


=x 24 3n1 = Domf = IR — (3n1 /n € Z) 
Luego a partir del dominio obtenemos: 
= Xi <= < X 

o <ecso(7)< 1v1 <oso( +) <-+0o 


Al elevar al cuadrado se tiene: 


2/(X 2/X 

1 <csc (+) < +0 >4< desc (5) < +oo 

< 2(X 
=>6<2 + 4osc ($) < +0 

10) 
> f(x) € [6; +00) 
+. Ranf=[6; +00) 
Clave C 

Por dato: 

_ 1+senx. T. 3T 
100) 2 + senx' , xel e 


De la función f se observa que aparece la función 
seno y sabemos que está definida en los IR, 
además el denominador no afecta al dominio 
dado ya que (2 + senx) es siempre diferente de 
cero para todo x € IR. 


Luego: 
(2 + senx) — 1 
2 + senx 


_1+senx _ 
f(x) 2 + senx 


(2 + senx) 1 
2 + Senx 2 + senx 


f(x) = 


a 1 
Ugo 2 + senx 
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Analizando en la CT: 


Entonces: —1 < senx < 1 
1<senx+2<3 


Clave E 


CD Resolución de problemas 


19. Cuando una función interseca al eje x, los puntos 


de intersección tienen la forma (x; 0), donde x € 
IR, es decir la ordenada (y) vale cero. 


Por dato: y = senx 
= senx =0 


Analizando en la CT: 


> X= (0; 1; 21; 31; ...) 


En general: x = (na /n € Z) 


Luego nos piden en el intervalo: 


_11, 5n. 
4 2 
TT 5T TT 5T 
q ox<> q mes 


le D3>3- 
q es >-1/75<n<25 


=n=(-1;0;1; 2) 


Por cada valor de n se presenta un punto de 
intersección de la función con el eje x. 


Por lo tanto, hay 4 puntos de intersección. 


Clave D 


20. H(x) = senx — cosx 
Piden: las coordenadas de los puntos de 
intersección de H con el eje x, en (0; 21.) 
Sabemos: 
y = H(x) = senx — COsx 


Del ejercicio anterior deducimos que para 
hallar los puntos de intersección con el eje x, la 
ordenada debe ser cero. 
>ay= 0 
Luego: 
senx — cosx =0 
SenXx = COSX 

> tanx = 1 

Analizando en la CT: 


Entonces: 
-I _ Tm. z 
*=7 V x= 2 ¿en (0; 27.) 


Por lo tanto, las coordenadas de los puntos 
23m. (Top. (ST. 
serán: (70) (7:0) 
Clave A 


Nivel 3 (página 81) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
28. 


22. 


CD Razonamiento y demostración 
23. Piden el máximo valor de la función: 
f(x) = senx(senx — 6) + 4 
f(x) = sen?x — Bsenx + 4 
fox) = senx — 2(senx)(3) + 3? — 3? + 4 
£(x) = (senx — 3)? — 9 +4 
> f(x) = (senx — Se =5 


Como x no presenta restricciones, entonces: 
1 < senx < 1 
—4 < senx — 3< —2 

4 < (senx — 3)? < 16 


—1 < (senx — 3? —5<11 
KÁAAÁAEAá á á ]_">”* 


-1< 19 <11 
> f(x) E [-1: 11] 
máx =11 


Clave A 


24. 


25. 


Por dato: f(x) = sec(Fsenx) 


T. 5) 


Además: x € E 5 


Analizando en la CT, tenemos: 


Entonces: 1 < seo($senx) <yv2 


1<tx < 12 
Además quetodos los valores de x € $ 5 son admisibles para la funciónf. 
Piden: 
(máx. + (min. = (42) + (1) 
“100 máx. + 109 min. = (2 +1 
Clave A 


Piden el rango de la función f. 
f(x) = sec?2x + |[2sec2x| + |cot?x =- escix] 
Luego: 
Para la función sec2x: 
2x4 (2k +1) 5: k EZ 
=x 4 (A+) k Ez 
Para las funciones cotx y csCcx: 
x% km, ke Z 
Entonces: 

T. y 
xx [ex + Wa ka); keZ 

T. ] 

= Domf = R — [qx + Di kr); keZz 
Reduciendo la función f tenemos: 
f(x) = sec?2x + |[2sec2x] + |-1] 
f(x) = Isec2x]? + 2]sec2x| + 1 


£09 = (Isec2x] + 1) 


26. 


27. 


Analizando en la CT y teniendo en cuenta el dominio de la función, se tiene: 
—o00 < sec2x < —1 V 1 < sec2x < +00 


Al tomar el valor absoluto: 


> 1 < |sec2x| < +00 
2 < |sec2x] + 1 < +00 
4 < (|sec2x] + 1? < +00 
4< f(x) < +00 


.Ranf= |[4; +00) 
Clave A 


Como la función y = tanx es impar, entonces su gráfica es simétrica con 
respecto al origen de coordenadas. 
Luego, trasladamos el área S, por simetría. 


Piden el área de la región sombreada. 
Asomp. = Sy + S¿= Xx]. 111 
> Asomp. = (X11(1) = lx41 
Como la función tangente pasa por el punto (xy; —1), entonces se cumple: 


y = tanxy = —1;x€ a 0) 


tanx; =tan( 5) >x= Sn 


Entonces: 
Asomb. = (5 | =-(-4) 
-'Asomb. = 7 


Clave B 


Piden el dominio y el rango de f. 


fx) = 


sen2X 
tan x 


El dominio de f son todos los valores admisibles de x, entonces: 


Por la función tanx: x + (2k + 05 kez 


Además: tanx 40 => x X kn; k € Z 


De ambas restricciones deducimos: 
x* (5) kez 


:.Domf= [m-£E/kez) 
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Una vez definido el dominio de f, simplificamos la expresión para obtener el 


rango de f. 
f(x) = sen2x _ 2SenxCos X 
tan x ( senx ) 
COS X 


> f(x) = 2c08*x 


Luego analizando en la CT y teniendo en cuenta el dominio de f, tenemos: 


=1<cosx<0 V 0<cosx< 1 


Al elevar al cuadrado se tiene: 

0 <costx<1=0< 208% <2 
=>0<fx <2 

.Ranf= (0; 2) 


28. Piden el rango de: 
h(x) = cotx — tanx — 2tan2x 


Donde:x*%kx A x (2 +95 
Además: 2x 4 (2k + 05 > x 4 (2k + vz 


Se deduce: x € mE € 2) 


Reduciendo la función h: 

h(x) = (2cot2x) — 2tan2x 

h(x) = 2(cot2x — tan2x) = 2(2cot4x) 
= h(x) = 4cot4x 


Por dato: x € EOS 0 
=4x€ Ez EJ -10) 


Teniendo en cuenta el dominio y analizando en la C.T., tenemos: 
—o0 <cotdx <—1 U (3 < cot4x < +00 


—o0 < 4cot4x < —4 U 4/3 <4cot4x < +oo 
— A S | 


—0o<h(x) <-4 U 4/3 <h(x)< +00 
> h(x) € (—00; 4) U [44/3; +00) 
Un equivalente es: h(x) € IR — [-4; 4/3) 


CD Resolución de problemas 
29. 


Para ambos puntos se cumple: 
y¡ = Secxy =0ScXy; 0 < xy < 5 
=> SeCXy = CSCXy 
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Clave E 


30. 


Clave B 


1 1 


E senxy 
COSX,  SEMX¡  COSXy 


> tanxy = 1 


Sabemos: tan =1 


Xi FAY seo (2 


Y) = SECXp = CSCXy; TM <Ú Xy < — 
1 


COSX) 


> tanxo = 1 


E TE 
Ssenx> 


E 


Sabemos: tan 4 


x= A y¿=s003% = 42 


Piden: 
09 + 0 += (7+ 70) + (12-12) 
(4 + Xo) + (Y4 + Yo) = — 
Clave A 


La función y = cotx presenta: 

Dom(cotx) = IR — (na /n € Z) 

Ran(cotx) = IR 

Entonces sus asíntotas presentan la forma: 
x=(n1/neZ) 


Luego, nos piden el número de asíntotas en el intervalo LE == 
TT 9T 
> => <Xx< 4 


Th 9 
> <nT < 4 


-Lon<2 


2 4 
-35<n<2,25 
=n=(-3; -2; -1;0; 1; 2) 


Por cada valor de n se presenta una asíntota en la gráfica. 


Por lo tanto, la gráfica presentará 6 asíntotas en el intervalo (- E ) 


Clave D 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
Nivel 1 (página 82) Unidad 4 


1. 


7 
3 


Por dato: a. = arctan 4 
Entonces: 
tana. = AT 

3 

4 
N7 

3 
Piden: cosa 
j -3 

. COSA = 4 


Por dato: a. = arcsec2 


Entonces: seca. = z 


Piden: 


sena.cosa = 


. SNOLCOSA = 


Haciendo: arctan2 = al = tana =2= £ 


Haciendo: arctan3 = aL 


> tano. =3=+4 


Clave E 


Clave B 


Clave C 


E 
4 
2 
í 
E 
2 
2-40 
sr 


Clave C 


5. Haciendo: arccos£ = UL = cosaL = 


2 


co|m 


3 


Luego: 
arcsenx = a. = seña = X 


ñ 


MR Ta 


Clave A | 10. 


2.4>1=n=1 


Luego: 


De 6 
M = arta = 8 


)+ T= artan[ 5, +71 


> M=-arctanS +m 


Clave E 


5 


arcsenx + arcsenx + arccos x = 6 


TT _ 5T T 
arcsenx + == X= arcsenx = + 
2 6 3 


Clave D 


AL 
A= sen(arctan A kr) 


ajo 


31 - 
De donde: 54 <t=>k=0 
Luego: 
A=sen(arctan1) = sen 
4 
T 


4 


=¿ón E ssp 2. 
A= sen =sená5 => 


“A 


Clave C 


B = tan(arctant — arctan >) 


Sea: 


arctan1 = a. = tana = 1 


arctan = B > tanf = - 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


12. 


Luego: 
B =tan(a. — P) 
_ tana. —tanf 


14 tanatanf. 


1 
2) 4 
B- TEE | 
11 3 3 
1+ 1(5) : 
.p= lA 
BS 3 
Clave C 
Piden: 
1 
_ arcsenz 
aren( $) 
Sabemos: 
arcsen(—x) = —arcsenx, si: x € [—1; 1] 
Como Ll € [-1; 1], entonces: 
aresen[—1) = —arcsen 1 
3 3 
Reemplazando en la expresión Q: 
arcsenl 
S20= e == 
-arcsen y 
¿0==1 
Clave B 
. Piden: 
Q = arctant 
1 
arccos=; 
Sea: 
a = arctant > tana = 1 
>0a= z 
Pp = arccos L = Cosf = al 
2 2 
>P= 3 
Entonces: 
(4) 
Q= E 2 
a? 
3 
= 3 
ne 4 
Clave E 
B =sec”(arctan3) + csc(arccot5) 


B =tan"(arctan3) + 1 + coé(arccot5) + 1 
B=2+ (tan(arctan3))? + (cot(arccot5))? 
B=2+(3) + (5 
B=2+9+25=36 
-.B=36 

Clave D 
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== A 


13. 


14. 


arccosL + arccos12 = arccos 2 
5 13 Xx 


Sea: 


z 4 a 12 
O = ArCcos PB =arccos 13 


Entonces: 


arooos 3. =0+B 


> a =cos(a + f) 


2 = cosa.cosf3 — senasenf 
3-_4.12_3.5 
51 5 13 
33 _33 
x 65 
x=65 
Clave C 

arocos L£. = arcsenx 
sen(arccos E = sen(arcsenx) 
senfarccos 1%) =X 

A —— 

aL 
=> X= sena 
Luego: a. = arovos 
Cosa. = Le 
3 
> 1 
/8 
Entonces: 
X= sena = - 
sl 
X= 3 
Clave E 
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PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 84) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 

1. 


Varios elementos en el dominio 
=> les falso 


Il. Y y €Ran(f) 3 Dom(f) € x: f(x) = y 


= ll es verdadero 


III. Una función es biyectiva si es inyectiva y 


sobreyectiva 
= lll es falso 


IV. Si una función f es biyectiva, entonces su 
función inversa f7! existe y es también 


biyectiva. 
> IV es verdadero 


-.FVEV 


Función Dominio 


y = Senx 


CD Razonamiento y demostración 


3. Por dato: cos(0 + 5 =m 


> (o + 5)= arccosm 


0 =arccosm — Ñ 


4. Por dato: O = arccos 
2 


=> COSO = 3 


a O 
2 
Por el teorema de Pitágoras: 
241 =3 


>k= (5 


Piden: 
-k-4 
tan0 = => 
«tam= ¿E 
... tan0 = > 
Clave B 
Por dato: ar = arctan 
=> tana = z 
Piden: 
P = sena.cosa = A 
p- senda _ 1/_2tana ] 
2 211 +tan?a 
2 
23) 
pod 197. 1/12 
2 4 2 Y 2113 
+(3) 
20 
e 13 
Clave A 
Por dato: seno. =X 
ss arcsenx 
2 
OS Zarcsenx 
Clave B 
Por dato: O = arosenL 
= sen = > 
5 
1 
EN O 
m 
Por el teorema de Pitágoras: 
m? + 12=5? 
=m= 246 
Piden: coto = 1 = 246 
.cotQ =24/6 
Clave B 
Por dato: O = arctanS 
= tan0 = a 
Piden: 
sen20 = 2tan0 
1 +tan*0 
3 
47) 
2 
sen29 = —— = e e 
ar (E 
EE 
sen20 = E 
Clave A 


9. 


Piden: 
P =tan(arctan4 — arctan3) 


Sea: a, = arctan4 — arctan3 


Sabemos: 


arctan(—x) = —arctanx, si: x € IR 


Como 3 € RR, entonces: 
arctan(—3) = —arctan3 


Luego: 
a =arctan4 + arctan(—3) 


4 
Por propiedad: a. = ais 


a= artan| ¿5 + (0)r 


a = arctan 1 => tana = 


T 
>20=+ 
3 


pS 1 
0= arcos| > ] 


A. 


13 13 

P= = LL 

Entonces: P =tan(a.) = 13 
(pu 
PS 13 

. Sea: 
a. =arccosL > cosa = 1 
2 2 


0=1-arccosL = nm — (5) 


2 


PB= ar00s| 2) 


p=n arcos 2 =m- 


>p=íL 
Piden: 


1 
2 


arccos 7 + arccos l 


3 


le 


2) 


) 


N aroos|-2) 
R=2+0 _ (5%) 
DE 
EE 
1-4 


+(- 
1-4(-3 
Como: 4(—3) =-12<1=k=0 


je 
] T 


CD Resolución de problemas 
11. Sabemos: 
arcsenx = Xx € [-1; 1] 


Entonces: 

0 <costa + senta < 1 AD 
Recordemos: 

a 7 <sena +cos “a <1;nez* 


> + < senta +cos%a < 1 ... (11) 


Intersecamos (1) y (11): 


+ <senta + costa <1 


arosen[ 5) < arcsen[senta + cos*a] < arcsen(1) 


Clave A 
12. El dominio es definido por: 
arcsenk e» k € [-1; 1] 
=> -1<4x-9<1 


8<4x<10 


Clave E 
5 

<x<-zZ 

2<x 2 


.. Dom(f) = E 5 


Definimos el rango: 


T ES T 
+ Sarcsenk < 
2 2 


5 < arcsen(4x — 9) < E 

-2n < 4arcsen(4x — 9) <2x: 

=n E darcsen(4x — 9) + 1 < 3m 

— n < F(x) <€ 3n 

Ran(F) = [=1; 31] 

Clave D 

Nivel 2 (página 85) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
13. 


y = arcsenx 


y = arcsecx 


y = arctanx 


Y = arccosx 1; 1] 


(=o0; 1] U [1; +00) 


y = arccscx 


Clave D 
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14. Por propiedad, si x € [-1; 1] 


= arcsenx + arccosx = > (v) 


Por propiedad; si x € R — (1; 1) 


= arccscx + arcsecx = 5 (F) 
Por propiedad: 

a+b 
1—ab 


arctan(a) + arctan(b) = artan[ 


Siiab>1;a<0Ab<0 
=> k=-1 
= arctan(a) + arctan(b) 
= a+bY_ 
= arta = +) T 
Por definición: 
0 = arosenx => send =x 10 € |-5; 5] v) 


Por definición: 
9 = arccosx = cosg =x A 0 E [0; 11] 
... Dos son verdaderas. 


(F) 


Clave B 


CD Razonamiento y demostración 


Por dato: a. = arctanL 


15. 3 


Piden: 


P = seno.cosa, = 2S8nQ cosa 


2 


2tana 
1 +tana 


_ senza _ 1 
d 2 zl 


Clave C 


Por dato: a. = arcsec2 (2 
> seca =24/2 


Piden: 
cos2a = 2c08% — 1 


16. 


CoSoL 


ell, 
242 


Clave B 


17. Sea: 


pl Ll 
a =arcsen sena = > 
0= arccos 2 = C0s0 = e 
PB =arctan/3 =tanf = /3 


> 


m 
1 
la 
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18. 


19. 


Piden: 


arcsenZ, + arccos LL 
(7 MONA A 
arctan /3 


SAR 
as 
3 
5 
Qe 
4 
Clave E 
Sea: 
a =arctan(—1) 
a =-—(arctan1) = la 
>30= =p 
0= arccos 44 = COSO = ES 
2 2 
=0= E 
B =arosen| -4) 
2 
_ N_ /T 
B (arcsen>) 5) 
> B ES En 
Piden: 
arctan(—1) + arocos LE 
o arsen[ +) 
T T 
a ajo (03) + 6) 
SS 
6 
T 
e E) 1 
ES * 
6 
1 
¿R=> 
2 
Clave A 


Piden el valor de x. 
Por dato: 
arctan(sen(arctan /3')) = arcsen(2x — 1) 


Sabemos: arctan 3 = 5 
Entonces. 

2 my Ñ 
arctan (sen >) =arcsen(2x — 1) 


ai [E | =arcsen(2x — 1) 


arctan + =arcsen(2x — 1) 


20. 


21. 


Sea: 
0 = arctan= =arcsen(2x — 1) 
>tan0=3 » seno =2x —1 


4 


DÁ O 
4 
Por el teorema de Pitágoras: 
7 +4= 2? 
=a=5 


> seno = 2 =2x 1 
a 


32 - -2 
e] 2x-1=2x= 5 
4 
do 
Clave D 
Piden: 
S = tan(2arctanx)cos(arcsenx) 
Sean: 
arctanx = a. = tana. = X 
arcsenx = 0 = sen0 = xXx 
Entonces: 
S =tan(20:)c0s"(0) 
S =tan20.cosó0 
2tana 2 
= [LE (1 — sen*0 
(; — tana J ) 
2(x) 2 
lio) 
1-(x) 
(2x) 
S= 1=x?)=2x 
UE! ( ) 
S =2x 
Clave B 
Piden: cos arcsen >. - arccos 2. 
E a 17 
Sea: 
a = arosen+ > sena = > 
PB = arooos > > Cosf = > 
4 8 
Entonces: 
cos(arcsen 2 + arccos 4) =cos(a. — B) 
5 17 
Luego: 


cos(a. — 3) = cosa.cosf + senasenf$ 


co (8401 


22. 


23. 


1 


cos(a. — P) = $5 
GA cos [arseng — arccos +7) = = 
Clave D 
Sea: 
E =arcsen (sen e) + arovos [cos e) 
Por propiedad: 


arcsen(senx) =X; si: x € Ea 5| 


arccos(cosx) = x; si: x € [0; 11] 


Observamos que 81/9 y 191/18 no se 
encuentran en los intervalos para aplicar la 
propiedad respectiva, para ello buscamos los 
equivalentes de: 


senóT. - sen(m S 0) =sení 


9 9 9 
8T _o. TE 
> sen=g? = Seng 
107 _ MEN MT 
cos 18 cos[2r 18 ) cos 18 
197 _ 177 
= 00S-qg" = 00S-7g 
Luego: 
E E 17x 
E = arosen(ssen a) + arcos|vos 40 ] 
Ahora Y y 17z si se encuentran en los 


18 
intervalos para aplicar la propiedad respectiva, 


entonces: 


171) _19 
E 0) 


>E- 1 


8 
ms arosen(sen 5) + arccos/[cos e) = de 


18 
Clave A 


Piden: 


M= tan(F- arccot3 ) 


Sea: O = arccot3 


= cot0 = 3 > tan0 = : 


Entonces: 
=S Eo 
M= tan(% 9) 
xr_ 
Ñ tanz tan0 


1 +tan tano 


Clave B 


CD Resolución de problemas 


24. De las ecuaciones: 
- 16 
senx + 00Sy = >y3 
E (+) 
CoSy — Senx = A 
- 18 
2cosy = 37 
-2_3 
buda: Bo 
=1_1 
senx = M3 
: E 
Si cosy = 7: 


“.y=2n- arcos 5) 


Si senx = 1 


1 
X= arcsenx| 
(5) 
Clave x 


25. En la función: 


y= arccos (+) 


-18£ 51 


wm|x 


-3<x<3 


0< arccos(+-) <ñ 


En el gráfico tenemos: 


e A 
b= arcos| 3 ] 


Nos piden: (a + Cc) — b 


=(1+2)- arcos( | 


3 
E 1 
3 aros| 3 ] 


Clave B 

Nivel 3 (página 86) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
26. 

Por propiedad sabemos: 

arccosx + arcsenx = 7 =1<x<1 

arctanx + arccotx = E xEeR 

TRIGONOMETRÍA - 


3 27. 


Entonces: 


2 Zi 
arcos $) + arosen[ $) = 


T 
2 
1 t_T7 
arcos( | + arosen| $) 3 


artan[ 4) + arccot 


artan[ + + arecot| 
T 


Clave D 


arcsen[sen(x)] > <x< 5 


= arcsen[sen(m)] A 


T T 
arctan[tan(x)] > =7 <X<>3 


= arctan [tan(-3)] existe 


arcsec[sec(x)] > x € [0; mn] — 5) 
> arosec|sec(5-)] 3 


arccos[cos(x)] + 0<x<mx 
= arccosícos(0)] existe 


arcesclesc(x)] + x € 5 3] — (0) 
5 


> arcoso|0so( <7)| existe 


.. Existen tres proposiciones. 
Clave E 


CD Razonamiento y demostración 


28. 


Piden: 
T = (arctan2 + arccot2)(arcsec3 + arccsc3) 


Por propiedad: 

arctanx + arccotx = 5 si: x E IR 

Como 2 € RR, entonces: 

arctan2 + arccot2 = 5 

arcsecx + arcescx = a six e IR — (1; 1) 


Como 3 e R — (—1; 1), entonces: 
arcsec3 + arcosc3 = A 


2 
Reemplazando en la expresión T: 


DE 


Clave B 


SOLUCIONARIO UNIDAD 4 [ 81 


29. 


30. 


31. 


Por dato: 2arcsenx = 3arccosx 
Por propiedad: 
arcsenx + arccosx = 


Da xe[-1; 1] 
Entonces: 
2arcsenx = 5 — arcsenx) 


2arcsenx = sE — 3arcsenx 
barcsenx = dE 
3T 3T 
arcsenx = 22 => x=seni2 
10 10 


= Xx =sen54" = sen(90* 
1 = 00806" = (EL) <a: 1 


45 +1 
== 


36%) 


Clave B 


Sea: 


1 
aros a 


1 
arcos 4) 


(«5 )arocosx (E)arcsenx 


2 
arcsen(1 ) 


Jarccosx aros 2 Jarcsen 
H= —— 


arccosx + Larosenx 


cl 
do 2 


me - 1/1 
= y (arccosx + arcsenx) = al 5) 


=H=% 


1 
aroen/ 


1 
arcos +) 


2 
arcsen(1 ) 4 


Jarccosx aresen[ 2 Jaresen 
_T 


Clave B 


Piden: 
tan(3arcsenx + 2arccos x) 
_ tan(3arcsenx + 4arccos x) 


Sea: 
a. = 3arcsenx + 2arccosx  ...(l) 
0 = 3arcsenx + 4arccosx  ...(lI) 


Sumando (1) y (11): 
a. + 0 = 6arcsenx + Barccosx 


a + 0 = 6(arcsenx + arccosx) 


0+0=6(5)=3n 


>0=3n 0 tan(3r — 0) 


> tana. = tan(2n + 1 — 0) =tan(n — 0) 


tana. 


= tana. = —tan0 
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32. 


33. 


34. 


Entonces: 
_ tan(a) 
—tan(0) 
(- tano) Ñ 
tano 
“.E=-1 
Clave B 
Sea: 
H= arctanL + arctan 3 
6 7 
Por propiedad: 
Ej 
H = arctan + kn 
4.1 5 
67 
Como: 
5 - 
57 <t=k=0 
=> H =arctan(1) + (0) 
=> H =arctan1 = a 
, al 31 
.arctan 6 + arctan 7 
Clave C 
Por dato: 
arctan2 + arctan3 = arcsecx 
Por propiedad: 
arctan2 + arctan3 = arin/ 7 .— 3 3 ] + kn 
Como: 
2.3>1y2>013>0=k=1 
Luego: 
arctan2 + arctan3 = arctan(—1) + (1)r 
=( TX 
arctan2 + arctan3 = ( 7) +1 
= arctan2 + arctan3 = dE 
Entonces: 
3T_ a ON 
4 arcsecx = Xx = sec 4 
=x=sec135* = 4/2 
sx= 42 
Clave E 
A= sen? arcoos 5) + cost arcsen sal 


A=sen e) + cos (5) 


A (5) (095) 
AER 


Intersecamos (1) y (11): 


B =csc(arccot3) — /6 cotarosn : 


— 
Sea: ' 
arccot3 = a = cota =3 PE A 
arcsenz =p = senf = z e E 0 1 eS 
Se intersecan en un solo punto: 
3 2/6 Reemplazamos en T(x): 
B=csc(a) — /6 cot = _T 
(a) (8) T(x) = ,/'arctanx — 7, + arcsenx 
B = (csca)? — /6 (cotf) 
d T(x) = ,/arctan(1)— 7 + arcsen(1) 
a-(£) (28) = 10 — 12 
= [P_E¿T_T 
5B=2 1O0= 444 
a . _¡ñ 
Piden: -.RanT(x) = 5) 
A+B=(1)+(=2)= 1 Clave A 
ld 37. Sabemos: 
Clave B arcsenxsx€|[-1;1] »A arccosx => x € [-1; 1] 
35. Piden: sen(2arctan2) Entonces, tenemos un dominio definido: 


Sea: arctan2 = 0 m 
- 5 Sarcsenx < > 


> tan0 =2 2 
Luego: 0 < Jaresenx| < z (1) 
sen(2arctan2) — sen(20) 0 < arccosx < 
sen(Zarctan2) = : ze, : 0 < 2arccosx < 21. ... (2) 
De (1) y (2): 
sen(2arctan2) = 2(2) 73= : 0 < Jarcsenx] + 2arccosx < Se 
1+(2) 2 
-. sen(Zarctan2) = 2 0 < Jlarcsenx|] + 2arccosx] < a 
Clave A Pero: 
CD Resolución de problemas IS e 
36. Sabemos: sm 5 <A(x) < 55 


arcsenx e x € [-1; 1] A) 


/ XI KI > 
arctan x 4 = arctanx 4 20 


arctanx > ” 


Clave B 


tan[arctan(x)] > tan 7 


x>1 0) 
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APLICAMOS LO APRENDIDO Analizando en la CT: 


Nivel 1 (página 87) Unidad 4 


X= 
1. cos 6 ) 1 
Entonces: VP = arccos1 = 0? 
Luego: 
Ec =2kn + VP;k eZ 
Entonces las soluciones positivas de x son: 
=2kxn + 
ESSENEn (80*; 300"; 420"; ... 
($) =2kn % " 
6 Por lo tanto, la segunda solución positiva es 
“.xE 12km; ke Z 300". 
Clave D Clave A 
1 5. cos3x + 2cosx =0 
2. COSXx= > 
7 COS3X + COSX + COSX = 0 
Analizando las dos primeras soluciones positivas EII a 
en la CT: 2c082x . COSX + cosx = 0 


cosx(2c0s2x + 1) = 0 
>cosx=0 v cos2x=-1 


2 
Para: cosx = 0 
x= (907; 270%; ...) 
Para: cos2x = 1, 


2x = (1207; 2400; ...) 


Nos piden: => x= (60%; 120%; ...) 


Xq + Xo = arccos - + (25 — arcos 5) 


Por lo tanto, una solución de la ecuación es 120*. 


Xx +x9=2n= 360" Clave C 
¿Xq + Xo = 360" 6. senx + cos2x =0 
Clave E senx + (1 — 2sen?x) =0 
2sen?x — senx — 1=0 
3. x+y=090" .(1) ' / 
senx= /3 seny ...(II) Sem 
senx =1 
PEI) (2senx + 1)(senx — 1) =0 
y = 90 — x 4 
seny =sen(90* — x) >Semx==>3 V senx= 1 
= Seny = COSX 
x=2100 x=90* 
x= 330" x= 450" 


Reemplazando en (11): 
senx = /3 (cosx) 


Senx — /3 =tanx= 4/3 


Las soluciones positivas para x serían: 
x € (907; 210”; 330”; 450%; ...) 


COS X 
idad Por lo tanto, la tercera solución positiva 
Reemplazando en (1): es 330”. 
60* + y = 90? 
=> y =30* Clave E 
Entonces: x=60* A y =30 E Az z 
Clave C 
2 2 0D 
An sen2x _ 4 1 — 2senóxcos"x = 3 
“ Semx a 
2SenxCosx _ 4 2sen?xcos*x = El 
senx 
2c0sX =1 Asen?xcos*x = = 
= COSX = o 
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ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


(2senxcosx)? = - 
2x= 3 
sen“2x = 4 
1—cos4x _ 3 
2 4 

= COS4x = — - 


Analizando en la CT: 


5 141/3; 8n/3; 21/3 


«3 161/3; 101/3; 41/3 El 


ES CT 


Entonces: 


211. 41. 87. 1077. 141. 167. 
ae 5.3.3" 3 el 


NE 5 T. 27. 51. 71. 4r. ) 


63" 3" 6* 6" 3*" 
En el intervalo de [0; 11] las soluciones serían: 
T. 1. 21, 1 
6" 3” 3* 6 
Por lo tanto, el número de soluciones es 4. 
Clave D 


tanx + cotx =2 
(tanx)tanx + (tanx)cotx = (tanx)2 
tan?x + 1 =2tanx 
tanóx — 2tanx + 1=0 
(tanx — 1)? =0 


> tanx = 1 


Entonces: 


T 


VP =arctan1 = ri 


Luego: 
Eg = kn +VP;k eZ 


=x=kn+ E ;keZ 


Las dos primeras soluciones positivas serán: 


x= (01 + 4=5 
x= (t)n+ 4 = 3% 
Nos piden: 
X +X A + = dE + 270* 
¿Xx + X2=270" 
Clave C 


10. 


11. 


2(senx + Cosx) = Secx 
1 


COS X 


2senx + 2c0sx = 


2senxcosx + 2c08%x = 1 
sen2x + (cos2x + 1) = 1 
sen2x + cos2x =0 


(Z'sen(2x +4) =0 


sen(2x +4) =0 


Entonces: VP = arcsen0 = 0 


Luego: 
Ec =Kkn + (1)VP; ke z 
0 
E¿=kr 
TOA _ 
(2x +7) =kn 
2x=kn — E 
oy —KI_I. 
X= > g K EZ 


Clave A 


sen(5x — 10%) = Y2 
V/2_a 


Entonces: VP = arcsen EN 


Luego: 
Ec =kn + NE 


Para:k=0 
En = X= 45 
q=7 2% 


(5xy — 109) =45* => xy = 110 


Para: k =1 

Es=n + Al = 135" 

(5x7 — 10%) = 135% = xp = 29% 
Para: k=2 


Eq=21 + 4 =405" 


(5x3 — 10%) =405* = xz = 83 
Nos piden: 
Xq +X2 + Xg= 11% + 29” + 83” = 123" 
¿XX +X3= 123" 
Clave B 
Piden, la menor solución positiva de la ecuación: 
2tan2xtanx =1 — tan?x 
2tanx ] -1 
A) - 
1 —tan*x 
tan2x(tan2x) = 1 
tan2x =1 


tan2x = +1 


lanza 


=>tan2x=1 V tan2x= —1 


12. 


13. 


Empleando la expresión general para la tangente 
en ambos casos se tiene: 
2x =kn + arctant V 2x =kn + arctan(—1) 


_kxi, T _kxr T. 
>xX 7 +8 Vox > q KEz) 
Evaluando: 

-k= -X =-T 
Para: k=0= x= 3 Vox 3 

vip _ 5T _3T 
Para: k=1=x 3 Vox 3 


Por lo tanto, la menor solución positiva que 
satisface la igualdad original es > 
Clave B 


Piden, la solución general de la ecuación: 
tan8x — tan4x = 0 


Empleando las identidades del ángulo doble: 
2tan 4x 


o — tan4x =0 
1 — tan*4x 
tan 4x a =0 
1 — tan*4x 
2 
tan4x| 1 +lan 4% =0 
1 — tan*4x 


tan4x(sec8x) = 0 


tandx _ 
cos 8x 


= tan4x = 0; cos8x 40= XxX (2k + 0 keZ 
Empleando la expresión general para la tangente: 
Ec =kn + VP;k eZ 

Ec = kx + arctand 

4x=kx + 0=4x=kzx 


Clave B 
Por dato: 
sec?x = /3 tanx + 1 
= 1 +tantx= (3 tanx + 1 
taníx= 4/3 tanx 
> tanx(tanx — /3)=0 
>tanx=0 V tanx= 4/3 


Empleando la expresión general para la tangente 
en ambos casos se tiene: 
x=km + arctand V x=kn + arctan /3 


x=Kkr V x=kn + Si (keZ) 
Evaluando: 

Para:k=0=x=0 V x= E 
Para:k=1=x=nxn V x= E 
Para:k=2=x=2xn V x= E 


Luego, las dos primeras soluciones positivas son: 
T 
3 y T. 


Piden la suma de las dos primeras soluciones 


positivas. 
T _4T _ogpo 
+2 + T= 3 240 


Clave B 


. Piden, la solución principal de la ecuación: 
sen2x + sendx + senx =0 


sen2x + 2sen2xc0s2x + senx = 0 
sen2x(1 + 2c082x) + senx =0 
2senxcosx(1 + 2c082x) + senx = 0 
senx[2cosx(1 + 2c0s2x) + 1] =0 
Al igualar cada factor a cero, se tiene: 
senx =0 
Empleando la expresión general para el seno: 
Es =kn + (-1)'VP; ke z 
Ec=kn + (-1)farcsend 
Eg =Kkn + (1/0) 
=>xEl[kn ke Z) 
Evaluando: 
Para:k=-—1=xX=-=—r1 
Para:k=0=x=0 
Para:k=1=x=m 
Observamos que el cero forma parte de la 
solución de la ecuación y satisface la igualdad 
original, además es el menor valor real no 


negativo. Por lo tanto, la solución principal de la 
ecuación es 0. 


Clave A 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 89) unidad 4 
CD Comunicación matemática 

1. 


2. 


CD Razonamiento y demostración 


3. sen6x = LES 
2 
Entonces: VP = arcsen (£) e 5 


Usando la expresión general para el seno: 
Xq = kr + (1)VP; k e Z 

> x= km + (1). 5 
=> 
6x =kn+(-1)*, E 


3 
xo [o 


- EN kez] 


18 
Clave E 
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4. sendx = az 
2 
Entonces: VP = arosen( 2) pe Al 


Empleando la expresión general para el seno: 
Xq =Kn + (1 VP; keZ 

Xo=kn + (1% 
el 


4x =kn + in 


; kr KT 
2X 8 +(1) 5 ez] 


Clave D 
5. cosd4x= dl 
2 


-VP= Mz 
Entonces: VP = arcoos| 5) => 


Usando la expresión general para el coseno: 
Xc =2kn + VP;¡keZz 


x0=2kn+ G 
y 
4x =2km + a 
. XE KM, Elken 
212 
Clave D 


Entonces: VP = arcos 42.) = 


r 
2 4 


Usando la expresión general para el coseno: 


X= 2kx + VP;k EZ 


XG = 2kr En A 
een 
8x=2kx + 7 
kr T 
x€ ES + 37 K € z) 
Clave D 
7. tan2x= EEN 
3 

Entonces: 

W (3) mt 
VP = arctan 24 Nm 


Usando la expresión general para la tangente: 
Xq =Kn +VP;k € Z 


Xo=kn+ A 
xo: 6 
2x=kn+ 5 


z kt T 
¿xe (5 + rez) 
Clave C 
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8. 


10. 


tan5x =0 
Entonces: VP = arctan(0) = 0 


Usando la expresión general para la tangente: 
Xq =Kkn +VP;kEZ 


Xq =kn +0 
E = kn 
s.X€ Eukez] 
Clave B 
sen3x = Hz 
2 
Entonces: VP = arcsen( 42) =-4 


Usando la expresión general para el seno: 


X= kn + (1)VP; k eZ 


3 
Evaluando: 
k=0>x= => =-15" 
k=1=x=3E 75 


Piden la suma de las tres primeras soluciones 
positivas. 


=> 75% + 105? + 195” = 375" 
Clave B 


cos3x = — 2 


2) 


Empleando la expresión general para el coseno: 
Xc =2kn + VP;keZz 


Entonces: VP = arcoos | 


xo =2kn +2 

= 

dx=2kn +2 

axe E q 2) 
Evaluando: 

k=0=>x=-% y x= 
= - 51 - Mx 
k=1 =x 12 O 12 
9 o 18 - l9z 
k=2 x 7 V. X= 12 


Piden la suma de las tres primeras soluciones 


positivas. 
TT, ST, 11m _ 197 _ nono 
atm 7 7 =285 


Clave D 


Nivel 2 (página 90) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 

11. 

12. 


CD Razonamiento y demostración 
13. tan4x=-—+/3 


Entonces: VP = arctan(- v/3) =-5 


Usando la expresión general para la tangente: 
Xc =kn +VP;k eZ 


o 3 

=4x=kn- $ 

=>X€ KT _Tiken 
4 12 


Evaluando para obtener las soluciones positivas: 


k=1 =x= $ =30 


= _ 57 _ o 
k=2 =x= 12 =75 


k=3 =x=% =120 


Ordenando las soluciones positivas tenemos: 

x € (30%; 75%; 120%; ...) 

Piden la suma de las tres primeras soluciones 
positivas. 

=> 30? + 75” + 120? = 225 


Clave E 


14. tan(4x- %)=0 


3 
Entonces: VP = arctan(0) = 0 
Usando la expresión general para la tangente: 
X6 =kn +VP;¡ke z 


>X =kn +0 


Clave B 


sen(2x — 10% = 1 


15. > 


“Yp= 11 
Entonces: VP = arosen( 5) =5 


Empleando la expresión general para el seno: 
X= km + (1)VP; ke z 


xo =ka + (1) (5) 


16. 


17. 


TY _ k T 
> (2x 75) kr (0 

kt k TT, T 
A) rez) 


9 

k=i at E = 80" 

k=2 =x= 10% - 200 
9 

k=3 or E 260" 


Piden la suma de las cuatro primeras soluciones 
positivas. 


= 20” +80” + 200” + 260? = 560* 


Clave C 
sen(5x — 10?) = E 
Entonces: VP = arosen[ 43) pe El 


Usando la expresión general para el seno: 


Xq =Kn + (Vr; keZ 


x6 =km +(1)(5) 


(5x 75) =kn+l DES 


rez) 


1590 
Evaluando: 
kt x= GE =-46" 
k=0 x= LE = 140 
k=1 OS 
k=2 ox= EL 86 
k=3 o EE 987 


Piden la suma de las cuatro primeras soluciones 
positivas. 


> 14” + 26” + 86” + 98” = 224” 
Clave B 


cos(2x — 14”) = 2 


-VP= N_z 
Entonces: VP = arcoos| 5) a 


Usando la expresión general para el coseno: 


Xq =2kn +VP;k eZ 
T 


Xq =2kn + 3 


18. 


19. 


> (2 


TT, 7T 
>x (re + fi kez) 


79) = kr LL 


90 3 


Evaluando para obtener las soluciones positivas: 
k=0=x=-23% V x= 37" 

k=1=x=157% V x=217" 
k=2=x=3377 V x= 397" 


Ordenando las soluciones positivas tenemos: 
x= (87%; 157%; 217"; 337%; 397”; ...) 


Piden la suma de las tres primeras soluciones 
positivas. 


237% + 157 + 217” =411* 


Clave C 
m-/2 
cos (3x + $) =% 
Entonces: VP = arccos| 42.) e 7 


Empleando la expresión general para el coseno: 
Xc =2kn +VP;keZz 


x=2km +4 


Evaluando para obtener las soluciones positivas: 


_ =_ e: 
k=0=x 3 Vox 24 
- _ 137 _17ñ 
k=1= x 24 Vox 24 
= - 291 - Ux 
k=2= x= 24 Vo x= 3 


Ordenando las soluciones positivas tenemos: 


se [2.13m, 17n. 29m, 115. 
24 24* 24* 24* 8g*” 


Piden la suma de las tres primeras soluciones 


positivas: 


Clave C 


tan(5x + 20%) = E 


Entonces: VP = aran 2) =X 


20. 


> (5x+5)=k0+5 


9 6 
kt, T 
are [+ gire) 


Evaluando para obtener las soluciones positivas: 


90 
k=1 =x= UN - 59 
k=2 AS 
k=3 =x= 12 = 110" 
Ordenando tenemos: 


x € (2; 38% 74%; 110%; ...) 
Piden la suma de las cuatro primeras soluciones 
positivas. 
> 2 438% + 74% + 110” = 224? 
Clave C 


tan(5x — 20%) = (3 


Entonces: VP =arctan (43) = E 


Empleando la expresión general para la tangente: 
X6 =Kn +VP;k € Z 


Xx =kn+ 5 


> (X-5)=k0+5 


km. 4 
re E+ pez] 


Evaluando para obtener las soluciones positivas: 


ES - AH _4p0 
k=0 x= 25 =16 


131 


a 


k=1 >x= 


k=2 =x= 2% - gg 


45 
helada ME = 124? 
Piden la suma de las cuatro primeras soluciones 
positivas. 


=> 16” + 52” + 88? + 124? = 280 
Clave B 


Nivel 3 (página 90) Unidad 4 


CD Comunicación matemática 


Empleando la expresión general para la tangente: 


21. 

X6 =Kn +VP;keZ 
X6=kn + 6 22. 
TRIGONOMETRÍA - 
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CD Razonamiento y demostración 
tan(4x — 25%) =2 — /3 
Sabemos: tan15” = 2 — (3 


23. 


24. 


25. 


T_ ss 
tanz¿=2 43 


> arctan(2 — 4/3) = 2 


Entonces: VP = arctan(2 — /3) = 2 


Usando la expresión general para la tangente: 
Xc =kn +VP;k € Z 


> Xx =kn + a 


, kr, 
xelE + rez) 


4sen?x — 4senx + 1=0 


2senx > 


2senx 


(2senx — 1)? =0 


2senx — 1=0=sem= L 


Piden: la segunda solución positiva. 


Analizando en la CT: 


282c0s%x + 2 = 500sx 

=2c0s*x — 5cosx +2=0 
(2cosx — 1)(cosx — 2) =0 
1 
2 


Sabemos: -1 <cosx < 1 


=COSX = V Cosx =2 


Entonces, en cosx = 2 no existe solución en los IR. 


A 
Luego: cosx = > 


e N_1 
=>Vp =arocos|) =3 


Usando la expresión general para el coseno: 
Xg =2kx +VP;k EZ 


> X= 2kxr + 3 


=x= (2kn + 7/kez] 
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Clave B 


Clave C 


26. 


27. 


Evaluando: 


mn __T _T 
k=0= x 3 VX 3 
% _ 5 _ TT 
k=1= x 3 Vx 3 
ES tir _13rT 
k=2=x 3 Vx 3 


Ordenando las soluciones positivas tenemos: 


x=ÍJ2. 5r. 77.117. 137. 
CE TS A 


Piden la tercera solución positiva. 
Tr _ 7(180%) 
3 3 


420* 


Clave C 


10cos*x + 4 = 13cosx 

10cos*x — 13cosx + 4=0 
5COSX 4 
2C0SX 1 


(5cosx — 4)(2cosx — 1) = 0 


4 z de 
5 Y W8x=> 


Piden la tercera solución positiva. 


=> COSX = 


Analizando en los cuadrantes donde el coseno es positivo: 
En el IC: cos37*” = E cos60” = L 
5 2 
=>Xx=37% V x=60* 
En el IVC: cos323" = 2 A 00s300* = - 
=X=323% V x= 300% 


Ordenando las soluciones positivas tenemos: 
x E (37"; 60; 3009; 323%; ...) 
Por lo tanto, la tercera solución positiva es 300". 
Clave D 


tan?x — tanx =0 
tanx(tanx — 1) = 0 


=>tanx=0 V tanx= 1 


Si: tanx = 0 = VP = arctan(0) = 0 
>x=kxn +VWP;¡keZ 


x=kn+0=x€(kn/ke 7) ..o(1) 
Si: tanx = 1 = VP =arctan(1) ' 
>x=kxn +VWP;¡keZ 

T 
=x € (kr +7 /kez) .. 1) 


Luego, la solución de la ecuación será: (1) U (11) 


=>x€ (knjuka + mel kez 


28. 


Evaluando para obtener las soluciones positivas: 


k=0 =x=0 v x= 
k=1 x=xn V x= Y 
k=0 x=? Y x= + 


Ordenando las soluciones positivas tenemos: 
e (qa ¡E 2: ES -) 


Piden la segunda solución positiva. 
=x=n=180" 


tanx + cotx = 2 


Observamos que x + kr, kE Z, luego: 


tanx + A 2 
tanx 


tanx + 1 = 2tanx 


tanx — 2tanx+1=0 


(tanx — 1)? =0 
tanx-1 =0 
> tanx = 1 


Entonces: VP = arctan(1) = 7 


Empleando la expresión general para la tangente: 


Xc =Kn + VP;k € Z 
=x6=kn+ 
T 
=>xX E (kn +F/kez) 


Evaluando para obtener las soluciones positivas: 
k=0 =x= 7 = 45" 


k=1 x=3%% 225" 


h=g =1=% 405" 


Piden la segunda solución positiva: 
. Xx=225" 


29. Por dato: x + y = 90? 
Entonces: senx = cosy 


Además: (senx)0%9 = 5/0,216 


Comparando: senx = Z 
Clave B =xX=37% A y =53" 


Piden: 
y =x=53” - 37” =16" 
y-=x=16* 
Clave C 


30. sen2x + cos2x= (2 senx 
A A 


V2sen(2x+% )= /2 senx 


> sen(2x + Z) — senx=0 


4 


Empleando las transformaciones trigonométricas: 


2sen(5+ ; gjeos[ + 5)” =0 


> sen(+ $)= o v cos [3 7) 


Analizando en la CT, se obtiene: 
Si: sen0 =0=0 =kx1; k € Z 


Si: 0050 =0=0 =(2k +1) 5 kEZ 


l 
o 


Entonces: 


)= kr =x =(2kr q /Kkez) 


+ 


3x 2Kn T 
(E 5)- ES q/kez] 


=>X < (Mn) u (Hs qpkez 


Evaluando: 
En = X = e 
k=0= x Fi Vox 7 


Clave C Piden pa solución principal, que es la menor solución positiva. 
X= ==45" 
Ea 
Clave D 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 4 l 89 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
Nivel 1 (página 91) Unidad 4 
1. Sea: 


13 k ángulo menor 
Por ley de cosenos: 

(Tk? =(13k)? + (8k)? — 2(13k)(8k)(cosa:) 
49k? = 169k? + 64k? — (2)(13k)(8k)coso. 
(2)(13k)(8k)cosa: = 184k? 


- 2 
cosa = 5 


Clave B 


2. Porley de senos tenemos: 
a _b __cC 


senA  senB  senC 


= a=2RsenA 
b = 2RsenB fR radio de la circunferencia 
c = 2RsenC | circunscrita. 


Reemplazamos en la igualdad: 


2RsenA _ 2RsenB _ 2RsenC 
senA cos C 


cosB 
=> 1 =tanB = tanC 
n4B=mZC=45* 
-.m4A=90* 


Clave C 


3. Del triángulo tenemos: 


Por ley de senos tenemos: 
E: TE 3 


sena. senza sena  2senacoso 


3 


cosa = + 
4 


Aplicamos ley de cosenos: 
12 =p? + q? — 2pq cosR 
(2 =(3)+ (q) — 2(3)q)cosa. 


4-9: -69/3) 


0 =2q? - 9 +10 
29 > 5 2 5=0;q=3 
q -2>q-2=0;q=2 
q i=2 
Clave C 
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4.  Aplicamos la ley de senos: 


x+1 _ x-1 

sen74* — sen37" 

Xx+1 =X=1 
2sen37*.cos37”  sen37” 


XEL 1 > 5x+5=8x-8 
45) 


13 = 3x 
sg 8 
X= 
Clave D 
5. Por ley de senos, tenemos: 
a LL 
senA  senC 
a _ senA 
c  senC 
2 _senA _9_senC _; 
9 senC 2  senA 
-k=2 
“k= > 
Clave A 
6. Por ley de senos tenemos: 
E AE, 
senB_  senA 
senB__ senA _ p _ | SsenB=3m 
3 4 senA = 4m 
Reemplazamos en M: 
M = SenA + senB_ _ 4m33m _ 7m 
senA —senB_ 4m-—3m m 
“-.M=7 
Clave C 
YT. 
Por cuadrilátero inscrito: m4C = 11 — Xx 
En el ADAB, por ley de cosenos: 
al =5? + 3? — 2(5)(3)cosx 
a? =25 +9 — 30cosx 
a? = 34 — 30cosx A) 
En el ABOD, por ley de cosenos: 
al =72 + 11? — 2(7)(11)cos(r — x) 
al =49 + 121 — 154(—cosx) 
a? = 170 + 154c0sx ..1) 
Igualando (1) y (11): 
34 — 30cosx = 170 + 154cosx 
—-184cosx = 136 
e 
COSX = — 73 
Clave A 


8. Del enunciado: 
B 


E 


De la ley de senos: 
12. 


senA — 


12__ 
sen37? 


12 


> — = 


(+) 


2R 


Luego: 
2R =5(4) 
2R=20 
..R=10 


Clave D 


9. Del enunciado, tenemos: 


Por ley de cosenos: 
ce =12 + 10? — 2(10)(12)c0853 


e? = 144 + 100 — 200/5) 
c* = 244 — 144 =100 


c= /100 =10 
¿.0=:10 


Clave A 


De la ley de senos: 
a __b___0C 
senA  senB  senC 


2x 
senA 


XK 
senB 


_ Ax 
senC 


senA _ senB _ senC _; 
2 3 4 


> senA = 2k; senB = 3k; senC = 4k 


Piden: 
— senA 
MS senB 


senA 
senC 


senB 
senC 


Clave C 


11. 


12. 


13. 


14. 


En el triángulo tenemos: =>a=14 A b=30 5. 
Nos piden: de 
A os piden 
a+b+40=84m s dl 
jo 5 Clave E 
PRACTIQUEMOS «e 
Por ley de cosenos tenemos: Nivel 1 (página 93) Unidad 4 Por ley de cosenos: 
2 _ min? 2 o 
k” = (mk)" + (2mk)* — 2(mk)(2mk)cos120 CD Comunicación matemática (WT? =X + (3%)? — 200(8x)c0s60* 
k? = 5m?k? — ame (5) 1. a) Ley de senos usó) nad 
; T=X" +09x -oe(5) 
a . 5 5 b) Ley de cosenos o ley de proyecciones : 2 
1=5m*+2m* > Tm=1 =m =7 6) Ley de cosenos 7=Tx 
ma 4 4 d) Ley de senos =x=1 
Clave B e) Ley de senos x=1 
Clave A 
Reducimos la expresión. 2. 
b+c)lb=c I) Ri circunradio 6. Pordato: 
M= A Ll seo > x=2RsenA 
M= ES y e Jseco E II) Ley de cosenos: 
ab ey cid e =0? + b? — 2bccosA 
a des de ea tenemos: SO er eee 
có =a% + b*- 2abcosC 
ZabcosC =a? + b? — e? III) Re circunradio; A = 90? En el AABC, por ley de cosenos: 
Reemplazamos en m: > x= 2RsenA 0? =22 + 3? — 2(2)(3)c0860* 
— 2abcosC =2R o 2 4 
— abcosC lid e=44+9- 125) 
“.X=2R 2 
-M=2 Er 
Clave E IV) Ley de senos: .0= 47 
e A Clave E 
Por dato: > senB — senA eN 
a+b_c-a x= asenB 7. Piden: 
== b E senA 
did N = asenB — bsenA 
pa ye - va ale = CD Razonamiento y demostración Por ley de senos: 
bb . S a á , 3. Piden: cosd a=2RsenA;  b=2RsenB 
=>c0=a+bi+ab  ..(l) 
De la ley de cosenos: 2 do ojo sleciiida 
E 5 = 22 + 6? — 2(2)(6)c080 E - 
¿eta be 7) a (2)(6) N = (2RsenA)senB — (2RsenB)senA 
=> 24c050 = 15 N = 2RsenAsenB — 2RsenAsenB 
Reemplazando (1) en (1): 5 5 eNi=0 
a? +b?+ ab =a? + b? - 2ab. cosC 0 
ab = —2abcosC Clave C 
1 = -2cosC Clave C 
= c0sC = L 4. 8. 
-.mZ4C= 120 
6 a 
Clave E 
A Ps 
40m 
37 162 mn Por ley de senos: 
a 4970 b Por ley de senos: 
a __6 a_ 6 
AE. A SS sen53” — sen30” —/4y /1 
De la ley senos: sen30” — sen45" 1 ] 2 ] 5 7: 
a __40 __b 2 2 
sentó”  sent27*  sen37* Resolviendo, tenemos: > ze = 12 => 5a =48 
2x=2 
O .x=1 .a= 8 
7 4 3 5 
25 5 5 Clave A Clave B 
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DA E 


Del gráfico: BC < AB 
Entonces por correspondencia triangular se 
cumple: 


2x< 75 =xX<37,5* 
En el AABC por la ley de senos: 


2 __J6+/2 
sen2x sen75* 

2 __d6+1/2 
sen2x 6 + 2) 

4 

Mn <=1 
senóx 4 = sen2x > (1) 
De (|): 
2x =30* V 2x = 150% 
x=15* V x=75" 


Como x< 37,5”; entonces: x = 15? 
Piden: 

tanx = tan15? 

tanx = csc30? — cot30? 

> tanx = (2) — (43) 
“.tanx=2-— 4/3 


Clave E 


CD Resolución de problemas 
10. Tenemos: 


A Cc 


Por dato: 

log(sena) =— 0,30103 
sena = 107940103 

sena = (10930103)-1 

sena = (2) => sena = - 
Piden Arage: 

Anne = 30(40)sena: 


Amec = 30(40)/5) 


Anage = 600 cm? 
Clave D 


11. En Qtenemos: 


Q = m(cosa . cosN + sena. . senN) 
+ n(cosa . cosM — sena. . senM) 
Q = coso(mcosN + ncosM) 
EqA > qE QÁEÁO 


Ley de proyecciones 


+ seno (msenN — nsenM) 
E__— — 
Ley de senos 
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Q= 
-.Q =pcosa 


cosa (p) + senoL(0) 


Nivel 2 (página 94) Unidad 4 


CD Comunicación matemática 


12. 


13. 


Por 
a= 
b= 
Po 
0= 
0= 
Por 


= 


2accosB =b?*-— al —c 


ey de proyecciones: 
bcosC + ccosB 
acosC + ccosB 


ey de senos, tenemos: 


asenB — bsenC 
bsenC — csenB 


ey de cosenos: 
2 


Tomamos los datos de |: 
xÉ =AB? + AC? — 2AB)(AC)cosA 


é=5 +3? 2518 ! 5) 


5 


=25+9+24 > x= (58 


Tomamos los datos de ll: 
(Ley de senos) 


x__ BD 
senD  senC 
5 
S A 
sen37?  sen45” 
5 
E ATENAS 3/2 
3 yz 
5 2 
da 2 
X= ES 
=/20xV2 
x= 458 
“Toll 


CD Razonamiento y demostración 


14. 


Por 


Trazamos CN // BA, entonces se forma el 


dato: ABCD es un trapecio. 


paralelogramo ABCN. 
Luego en el ANCD por ley de senos: 
Xx _ a asen20 

sen29  sen0 sen0 
a(2sen0 cos O 

>x= ( ) = 2acosb 

senO 
X= 2acos0 


15. 
B 
S 
Clave D 
7 8 
A Cc 
13 
v) Por ley de cosenos: 
(F) 13? =7? + 8? — 2(7)(8)c0s0 
169 =49 + 64 — 112cos0 
(F) = 1120080 = —56 
Y) Si 
cosO 112 > 
F Ae 
(F) c0s0 => 
Clave B -0=120* 
Clave E 
16. cosa = el 
Graficando: 
21 
Por ley de senos: 
=l aL 
sen37” sena 
25) 
— 2sen37" _ y -30_3 
sena 2 10 
5 
Clave D d=3 
Clave C 
Por ley de senos: 
=D a 
sen37”  sen30* 
3 
BB 
— Bsen37” _ ( ) 
sen30” A 
2 
.b=6 
Clave B Clave C 


18. 


19. 


20. 


B 
V3—1 
13 +1 S 
Por la ley de cosenos: 
(BC? =(13 — 1 + (43 +1)? 


243 — 1143 + 1)c05120? 
(BC) =4 243 +4+243 —23 il 5) 


(BC? =8 +2=10 


BC = 4/10 
Clave D 
Por dato: 
senA _ senB _ senC (0) 
2 3 4 e 
Por ley de senos: 
= -2 
2RsenA = a > senA = 2R 
= -D 
2RsenB =b > senB = 2R 
= =£ 
2RsenC == senC = 2R 
Reemplazando en (|): 
b 
a 55 e 
(5%) _ (2%) W (5%) 
2... 3.0 4 
a-=b_£_ 
2.3 4 h 
=>a=2k; b=3k; c=4k 
Piden: 
p? +4 e? EN E (ay 
CAI TEE 2 2 
ea (ay (2) 
y 94 16k? _ 25 
92 —4k?  5k2 
O 
Clave D 
Del enunciado: 
En el ABDC por la ley de senos: 
(2 E, E 
sen(180* m 30) senza senda  senZa 
> senda _ /Z 
senZa 


21. 


Empleando identidades trigonométricas se tiene: 


seno. (2c0s 2a +1) 
sena cosa. 


= 1/2 


2c0s2a. + 1=24/2 cosa. 
2(2c08%0 — 1) + 1=242 cosa. 


4cosóa — 1=242 cosa. 


> 4cos%a — 2/2 cosa — 1=0 


—(212)+ (242 - 4(4)1) 


cosa = 


2(4) 
cosa = 242424 _ 2425248 
8 8 
> COSO = Mea y coso = 4246 
Resolviendo: 
a. =15* V a =105* 23. 
Como el AABC es isósceles: 
20. < 90 => 0 <45" 
=a=15 
Piden: m4A y m4B 
mZA= 180? — 4a = 180” — 4(15%) 
=m2A= 120" 
mB =2a. = 2(157) 
=m2B = 309 
Clave D 
En un triángulo ABC: 
a ,b Ch 
cosA  cosB  cosC 
De la ley de senos: 
a = 2RsenA; b = 2RsenB; c = 2RsenC 
Reemplazando en la expresión: 
2RsenA , 2RsenB , 2RsenC _ 
cosA cosB  cosC 
2(tanA + tanB + tanC) = 1 
> tanA + tanB + tanC = > 
Como:A+B+C=x 
Se cumple: 
tanAtanBtanC = tanA + tanB + tanC 
a Se ZO Sa — 
1 
E 2 
pal 
A 2 
Clave C 
TRIGONOMETRÍA - 


CD Resolución de problemas 
2d; 


Graficamos el triángulo: 


4 (410 +4/2) 


(110 - 4/2) 


Por ley de cosenos, tenemos: 
(4 = WTO +12) + (470 — 12) 

— 2410 + 42)(/10 — /2)cosx 
16=10+24/20 +2+10-2420 +2 


— 2(10 — 2)cosx 
16 = 24 — 2(8)cosx 


8 1 
COSX = ——— COSX = S] 
28) 2 
2 =007 
Clave E 
B 
Cc a 
A b C 


Perímetro: 22=a+b+c 
Sabemos: 


A—_ | 1—cosA A_ | 1+cosA 
sen q 5 [== ACOS=> = ¡E 


Por ley de cosenos: 

b? + 0?- a? 

cosA = == 
2bc 


Reemplazamos en: 


sf) - (Ets 09 


4bc 


sf 4) - (0 59=0-0 


4bc 
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p74 02 a? -.M =(1,22)(20 m) Por la ley de cosenos: 


4+D%+0%-a? 
cos[$) o — pi (16)? =3? + 4? — 2(3)(4)c0sA 
EnN: 6=9+ 16 — 24cosA 
A 2bc +b?+0*-a? 24cosA= 19 
cos) Ñ 4bc 19 
COSA = 24 
cos AY _ (b+0)-a? peu: Clave D 
(5) Ñ Abc 
27. Por dato: 
AN (b+c+a+)(b+c-a) 
9) [E 


Por ley de senos: 


N____40m 
sen30?  sen90? Se cumple: 
N= 1 (40 m) mZA + m4B + mZC = 180 
2 30% + 135" + mZC = 180" 
-.N=20m M>N mZC= 15% 
Clave A 
Luego, por ley de senos: 
25. Por teorema de tangentes: ec __2 PA E iZ 
PQ sent5”  sen30” 6 — 4/2 1 
tn(252) 4 2 
L 4-1= E (F) 
dde tn 259) s0=4E72) 
2 4 
tan[ 230) .0= 46 42 
ll, 24% (v) Clave A 
p=q tn( P-— Q ] 
2 28. Piden: 
TA N = 2cosB +bcosA 
Q bcosC +ccosB 


Por la ley de proyecciones: 


r Pp c=acosB + b cosA 
a=bcosC + ccosB 
BÓN, A 


P 
a Reemplazando en la expresión N: 
SE, - acosB+bcosA _ Cc 
mesa 5 bcosC+ccosB a 
rq rx Py, 49 P 
7 Sen(P) 2 sen/ 7) + 2 sen() N=£ 
rq P PY Mo PY XP Clave C 
Clave E 2 250n/)oos|() asen 5)+ > sen( 5) 
29. 
Nivel 3 (página 95) Unidad 4 2190084) =x +01 
CD Comunicación matemática 
sá En M: 2rq cos[5) =x(r +0) 
“X= al cos( 5) (V) A 
(r+q) 12 
Por ley de senos: 
CD Razonamiento y demostración y 
sen2g  sen6p ' sen2g 3 
26. 
d a Por identidad del ángulo triple: 
Por ley de senos: sen28(2c0548 +1) 5 
Ll. ME 3 6 sen2fp =3 
sen45” — sen60? 5 
2cos4f = 37 1 
IN ZA A A 
20% (77) 0 4 cosáp = $ 
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30. 


31. 


En el AABC, se cumple: 
2$ +0 +6f = 180 
=> 0 = 180” — 8p 


Piden: 
1 — cos0 =1 


cos(180? — 8f) 
(—cos8f) = 1 + cos8p 


1 — cos0 =1 


2 
> 1 — cos0 = 2c05”4$ 2/5) 


0 2 
.1 — cosO 9 
Clave E 
Del enunciado: 
B 
25m ze 
pA32 1676 
Por ley de senos: 
x___2 x = 29sen32* 
sen32?  sen16” sen16”? 
25(2sen16”cos 16?) 
=>x= ——————- = 50cos16" 
sen16 
a o_ 24 
Sabemos: cos16” = 25 
5 (24) _ 
:=80/ 5%) -48 
-.x=48 m 
Clave C 


Por dato: A + B + C= 180? 


Además: 

E O A 

cosA  cosB  cosC 

Empleando ley de senos: 

(2RsenA) E (2RsenB) Ñ (2RsenC) 
cosA cosB cosC 


= tanA = tanB = tanC 


Entre A y B: 
A=B vV A=180* +B 
Pero: 0? <A< 180? >A=B 


Entre B y C: 
B=C v B=180* +C 
Pero: 0? <B<180*=>B=C 


Entonces se deduce: A=B=C 


Por lo tanto, como los tres ángulos internos son 
iguales, entonces el triángulo es equilátero. 


Clave D 


33. 


En el triángulo ABC por ley de senos: 


AC 1 ___AC 
sen60? 


ES 


12 


=>AC=64/6 


En el triángulo ACD por ley de senos: 


AC Xx_> (6/6) -X 
sen37”  sen30” 3 1 
5 2 


“x=546 


Clave A 


4 4/cosa. 


6 y/cosa: 


Piden: el área del triángulo (4). 
(4/cosa )(6/cosa ) 
2 


24 cos 
== Leti sena = (12c0sa)sena 


> A= 6(2seno.cosa.) = 6(senZa) 


A= seno. 


-.A=6senZa 
Clave B 


CD Resolución de problemas 


34. 


En AABC: 
2 = + (IZ) —2(k)(4Z)c0sB 
2k 4/2 cosB =2 


TRIGONOMETRÍA - 


35. 


= C0S SF 


K 442 B (2) 
2(k)(/2) 2 


Sabemos: 


B_ /1+c0sB 
cos = | > 


Reemplazamos (1) y (2) en (3): 


¡EN Da 
2(k)(42) 2 

(k +12) _k/2+1 
(aca 20) 


k242+2k42 =2k/2(k/2 +1) 
k2+2+2k 42 =4k? +2k 42 


2=3k > k= [2 


Reemplazando en (1): 


1 1 
cosB = = 
VETE 
E 
cosB = 2 


cos3B = 4cos*B — 3cosB 


cos3B = (E) - (4) 


cos3B 448 - 340. 


cos3B =0 
Clave C 
Sabemos: 
A+B+C=180? 
A_on _(B+C 
A =90 ; ] 
+ 


C 

2 2 
AY _ B+C 
tan( $) = 001 > ] 


Reemplazamos en la condición: 


tn( $) = ns al (E 


A B-C1_41 
tan tan > a. 
B+C B-C1_41 
col > Jun > as 
B-C 
tan 7 ), 
B+CY 4 
tn 7 ] 
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Por teorema de tangentes: 


i( 235) 
O E 
B-C b=cC 

tm( 259) 
b+c=4b-4c 

E b_5 
5c=3b = 23 
Por la ley de senos: 
DS 8 
senB_  senC 
b_senB_5 


c  senC 3 


Clave A 


MARATÓN MATEMÁTICA (página 96) 
1. Porteorema de cosenos: 


xo =42 + 4? — 2(4)(4)cos45" 


x=32-39 LL 


x?=16(2- 4/2) 
“ x=44/2-4/2 


Clave D 


2. Secumple: M+N+P= 1809 
N on. _(M+P 
N=90 (32 ) 


2 
NY _ M-P 
Sol) = 17tan( ) 


2 
5cot(90* - (ME) =171tan(M58) 
M+P 
tan( > a 
tan 458) D 
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Mm+p _ 47 


mp5 = 5m+5p =17m- 17p 


22p = 12m 

33 = 12m 

-. m=11/4 
Clave A 


. A=arctan1/8 + arctan 1/5 


A=arctan arctan 


-.A=arctan(1/3) 
Clave B 


R = arccos[sen(—1/5)] 
R = 1/2 — arcsen[-sen (1/5)] 
R = 1/2 —- [-arcsen[sen(1/5)]] 
R= 1/2 + 1/5 = 71/10 
Clave E 


Parax=0 => y=2 
f(0) = 2 = Acos(B(0)) 
2=Acos0” => A=2 


Parax=1/4 => y=0 
1(1/4) = 2cos(B(r/4)) = 0 
cos(Br/4) =0 = B=2 


Luego A-B=2-2=0 
Clave C 


La función tendrá la forma: 

f(x) = tan(Ax + B) + C 

= 1/6 <Ax + 51/6; C =-1/2 AB=1/8 
— 1/6 <Ax + 1/3 < 5n/6 
=1/2<Ax<r/2 => A=1 


Clave D 


7. cos(x/4) = 0 
x/4 = (2n + 1)1/2; n € Z 
x/4 =n1 + 1/2 
x=4n1 +21 
Clave B 
8. Ley de senos: 
AB BC 
sengo” — sensa? * BO=5 
_ BC(DE) _ 5(6) _ 
Ag= A 15 
As=15 
Clave A 


9. Factorizamos: 


COSX = sen3x + senx = 2en( — Ñ Jeos( -- Ñ ) 
COsx = 25en2X . COSX 
(2sen2x — 1)cosx = 0 

= 2sen2x-1=0 

sen2x = 1/2 
Entonces: 
2x = nn + (-1)" 1/6; n € Z 
x=n1/2 + (-1) 1/12,neZ 
Paran=0: 
x=0 + (1) 1/12 = 10/12 
x= 10/12 


Clave B 


Ha 


